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Uvod

Soubor Nestandardni aplika¢ni Glohy a problémy pro 2. stupen zakladnich Skol
a nizsich gymnazii (NG) je zamyslen jako metodicky material pro ucitele k tematickému
okruhu téhoz nazvu vzdélavaci oblasti Matematika a jeji aplikace na 2. stupni ZS podle
RVP ZV. Soubor predklddd Fadu namétl a zarover predpokladd aktivni spolupraci
vyucujiciho:
a) ve vybéru vhodného ndmétu vzhledem k Urovni 24kl
b) v pedagogickém ptizplsobeni daného problému Zakdm (napf. vhodna motivace,
vylou&eni nebo obejiti nezndmych termind)
c) ve volbé& metodického pFistupu (skupinova nebo frontalni prace véech 2akl ve tridg,
individualni nebo zajmova cCinnost, domaci ukol, soucast tematicky SirSiho projektu
apod.)

Obsah souboru je rozdé&len do 22 tematickych celk(. Jednotlivé ndméty poskytuji
moznost uplatné&ni mezipfedmétovych vztahl vé&etné uplatnéni prifezovych témat.
Naméty kladou dlraz na vnitfni souvislosti matematiky (napf. vztah aritmetiky nebo
algebry a geometrie), na souvislosti matematiky s redlnym svétem, na matematicky
experiment a logické mysleni. Soubor také nabizi zajimavé netradi¢ni Glohy z geometrie.
V nabizenych namétech lze vyrazné uplatnit informacni a komunikacni technologie.

Jednotlivé problémy napomahaji rozvijeni klicovych kompetenci k uceni a k reseni
problémd a pfi vhodném vedeni vyulujiciho také ke kompetenci komunikativni, socialni
a personalni a nepochybné téz ke kompetenci pracovni. Nékteré konkrétni momenty
vychovného a vzdé&lavaciho plsobeni a metodického pFistupu jsou uvedeny v Gvodu
jednotlivych tematickych celkd.

Soubor vychézi ze vzdélavaciho obsahu RVP ZV, jednotlivé naméty jej vSak
presahuji nebo splse rozsifuji. Nékteré ulohy a pfiklady jsou urCeny pro nizsi ro¢niky
2. stupné ZzS, jiné predpokladaji vyssi uroven znalosti a dovednosti, a jsou cileny

predevsim na diferencovanou vyuku na ZS a na nizSi gymndazium. Naroc¢néjsi tematické

celky nebo jejich ¢asti jsou oznaceny symbolem " . Predlozené naméty ovSem nejsou
zcela netradi¢ni, lze je nalézt ve starSich inovéjSich tuzemskych pedagogickych
materialech, nebo byly prevzaty ze zahranici. Jde vSak vétSinou o Ulohy nebo priklady,
které jsou podle naseho nazoru v soucasné Skole méné frekventované z divodd
¢asovych, z dlvodi naro¢nosti nebo kvili jejich mensi publicité. Ugelem souboru je
v neposledni fadé motivovat ucitele k nalézani nebo tvorbé& daldich namétd aktudlnich
z hlediska zakd a jejich okoli, roz&ifujicich jejich obzor a rozvijejicich jejich dovednosti
a postoje.

Na dile spolupracovala spolu s pracovniky Vyzkumného Ustavu pedagogického
v Praze fada vyucujicich, ktefi nemalo pfispéli svou pedagogickou zkusenosti a erudici
jako autor| i recenzenti k zavérecné podobe souboru. NeJV|ce bylo vyZito pfipominek
a ndmétd Mgr. Hany BOhmové, uatelky ZS profesora SveJcara Praha 12, Mgr. Jany
Jaro%ové a Mgr. Tani Poslusné, ucitelky ZS M&j 1I, v Ceskych Budé&jovicich. Patr| jim za to
podékovani. Podékovani patﬁ' i recenzentce souboru Mgr. Ivané Varikové, uditelce zS
Mélnik.

Pfi praci stimto materidlem pfejeme hodné Uspéchd a radosti z pedagogické

prace.

Jan Houska, Katarina Nemcikova

VUP | Uvod
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1. Rysovani vzori

Jednim z ndmétd pro rozvijeni geometrické presnosti a rysovani v ZS je
konstrukce vzord [1]. Téma je uréeno spiSe pro 1. stupefi, ale mdZe se uplatnit i na
vys$Sim stupni. Jedna se o vzory sestrojené z UsecCek nebo Casti kruznic podle dané
predlohy. Vychodiskem je osa s vyznacenymi dilky nebo dvé takové osy k sobé kolmé -
propedeutika soustavy soufadnic. V nékterych pfipadech vznikd jako obalka Uselek
obalova kfivka. Narysovany vzor mize byt vy&rafovan nebo vybarven. Vypracovani vzoru
vede Zaky k systematicnosti, presnosti, peclivosti rysovani a k estetickému vnimani
vysledku. Z&ci mohou vytvaret také vlastni vzory, které predvedou ostatnim.

Obr. 1a Obr. 1b

Obr. 1c Obr. 1d (karty M. Booleové)

Obr. 2a

1. Rysovani vzord | VUP
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Obr. 2c Obr. 2d

Obr. 3a Obr. 3b Obr. 3c

Bludiste

Ve Skolské matematice (geometrii) se vétSinou zabyvame pouze nejjednodussimi
atvary vzniklymi abstrakci z reality, v roviné je to UseCka a kruznice. PFirozenym
setkdnim Z3akd s odlinym geometrickym problémem, ktery Zaci znaji, je prdchod
bluditém. Zde jsou cestou (trajektorii) kfivky rlznych tvar( podobné jako kfivkou je
tvar silnice, Zelezni¢ni drahy nebo Feky. Uvedme nékolik pfikladd podle zahraniénich

ucebnic.
VUP | 1. Rysovani vzord
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Priklad 1
Obr. 1 [2]
Priklad 2
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2. Kresleni obrazce jednim tahem (traverzabilita)

Uloha 1 - Nakupni bludisté
[1] lahtidky
Na planu (obr. 1) jsou
zndzornény cesty k nakupnim
stfediskim a k bance.
Nakupujici vyjde z mista START,

ma projit vSechny cesty, ale
kazdou jen jednou, kFizovatky
mUzZe prochazet vicekrat. obuv banka
a) Mize  timto  zplsobem

skondit v lahtGdkach?
b) Mdze  timto zplsobem

skoncit v obuvi?
c) Mdze timto  zplsobem

skoncit v 1ékarné? maso Iékarna
Vysledek: a) ano, b) ne, c) ne.

START

Obr. 1

Uloha 2 - Obhlidka muzea bezpeénostni sluzbou [2]

Ostraha ma projit vSechny chodby jednoho podlazi muzea pravé jednou. Zjistéte, zda je
to mozné a navrhnéte postup. Uvazujte pfipad, Zze do obhlidky a) je nebo b) nen/
zarazena cela vnéjsi chodba.

e

Obr. 2

Vysledek: a) Ano, ostraha vyjde v misté A, prejde za salem 2 a skondi v B.
b) Ne.

n 2. Kresleni obrazce jednim tahem (traverzabilita) | VUP
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Uloha 3 - Kresleni obrazka jednim tahem [2]

Pokuste se nakreslit obrazky 3 a, b, c, d, e jednim tahem (bez zvednuti tuzky) tak, aby
zadny oblouk nebyl kreslen dvakrat. Snadno zjistite, ze nékteré jednoduché takto
nakreslit nelze a jiné tfeba slozitéjsi ano.

A
_/

Obr. 3a Obr. 3b Obr. 3c
Obr. 3d Obr. 3e Obr. 3f
Obr. 3g Obr. 3h

Vysledek: 3a - ano, 3b - ne, 3c - ne, 3d - ano, 3e - ano, 3f - ano, 3g - ne, 3h - ne.

Vysvétleni

Zabyvame se uzavienymi kfivkami, které nemaji za¢atek ani konec. Maji vSak kfizovatky
(vrcholy, uzly). Stuperi vrcholu kFivky je pocet Car, které z n€j vychazeji (nebo do négj
vchazeji). Euler (Cti: ojler) dokazal: Uzavienou kFivku Ize nakreslit jednim tahem
(bez vicenasobného objizdéni nékteré jeji casti) pravé tehdy, kdyz nema Zadny
nebo pouze dva vrcholy lichého stupné. Pri kresleni je trfeba vyjit a skoncit
ve vrcholu lichého stupné. Pokud ma uzaviena kfivka vice nez dva vrcholy lichého
stupné, nelze uvedenym zplsobem jednim tahem nakreslit.

VUP | 2. Kresleni obrazce jednim tahem (traverzabilita) -
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Uloha 4 - Prochazka pfes mosty ve
meésté Kralovci [4]

Historicky prvni obdobnou Uulohu fesil
vyznamny Svycarsky matematik Leonhard
Euler v 18. stoleti (v roce 2007 jsme slavili
300 let od jeho narozeni). Eulera zaujal
problém, zda lze projit véech 7 mostd
v pobaltském mésté Kralovci tak, Ze se
zadna Cast cesty nema projit vicekrat
(obr. 4) [4]. Pokuste se navrhnout
takovou prochazku.

Vysledek: Uloha nema reSeni, protoze
cesta obsahuje 4 vrcholy lichého stupné.
Dokazte to.

Obr. 4

vrs s

Dalsi ukoly:
a) Pokuste se na zdkladé uvedeného Eulerova vysledku zddvodnit, pro¢ nékterd z kFivek
na obrazcich 3a az h Ize nebo nelze nakreslit jednim tahem!

b) Prekreslete cesty z Uloh Nakupni bludisté, Obhlidka muzea bezpecnostni sluzbou
a prochazka pres mosty ve mésté Kralovci schematicky jako kfivky s vrcholy
(krizovatkami) a vysvétlete resSeni téchto Uloh nebo jejich neresitelnost vzhledem
k Eulerovu vysledku.

Literatura:

[1] SOBEL, Max A., MALETSKY, Evan M., HILL, Thomas J. Essentials of Mathematics 2.
Canada: Ginn and Company, 1974. 454 s.

[2] COXFORD, Arthur, USISKIN, Zalman, HIRSCHHORN, Daniel. Geometry: The
University of Chicago School Mathematics Project. Glenview, Illinois: Scott
Foresman, 1994. 885 s.

[3] WIGLE, R., DOWLING, P., JENNINGS, P. Mathematical Pursuits Two. Canada: The
Mackmillan Company, 1974. 230 s.

[4] PELERMAN, J. 1. Zajimava geometrie. Praha: Mlada fronta, 1954. 225 s.

[5] HOUSKA, Jan, et al. Cvi¢eni z matematiky pro I. a II. ro¢nik gymnazii. Praha: SPN,
1985. 264 s.
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3. Logické ulohy

Uloha 1 - Fale$na mince [1]

Mame 9 zdanlivé stejnych minci, ale jedna je leh&i. MiZeme uZit rovnoramenné vahy, na
nichz zjistime, ktera ze dvou vazenych véci je lehci. Ukazte, ze staci dvé vazeni, aby byla

lehdi (faleSnd) mince urcena (obr. 1).

Reseni: Zvazime dvé trojice minci a zjistime trojici s lehli minci. Potom zvazime dvé
mince z této trojice a zjistime, ktera mince je falesna.

Jina verze: Chytry chalupnik prodal na trhu ovce a dostal za né 9 zlatych stejné
vypadajicich minci. Jedna z nich vSak byla falesna, proto byla lehci. Chytry chalupnik ale
minci odhalil, stacila mu dvé vazeni na rovnoramennych vahach. Vite, jak to udélal?

T

Uloha 2 - Problém
s rychlikem [1]

Na trati stoji rychlik
(lokomotiva a 3 vagony).
Pfed rychlikem vsak stoji na
téZze trati lokdlka @ (téz
lokomotiva a 3 vagony).
K dispozici je vyhybka, na
kterou se vejdou 2 vagony
nebo lokomotiva a 1 vagon.
Navrhnéte postup tak, aby se
lokalka vyhnula rychliku (obr.
2).

Reseni: Lokalka zaveze
2 vagony na vyhybku, rychlik
se zbytkem lokalky predjede,
zapoji 2 vagony na vyhybce
a zacouva, aby lokomotiva
lokalky s jednim vagonem
mohla zacouvat na vyhybku,
potom rychlik predjede bez
odpojenych dvou vagonl
lokalky, aby mohly byt opét
k lokalce pFipojeny.

"I/
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Uloha 3 - Historicka Gloha o vilku, koze a zeli

Pfrevoznik mél prevézt pres feku vlka, kozu a hlavku zeli a byl schopen uvést jen jednu
véc (zvite nebo zeli). Mé&l je v8ak pfevézt neposkozené, to znamend, ?e koza nemulze
zUstat na bfehu sama s vlkem a rovnéz koza nemdZe zlstat s hldvkou zeli. Navrhnéte
postup pro prevoz vsech tfi véci. (Alkuin z Yorku 735-804 n. |. na dvore Karla Velikého,
,Ulohy pro bystieni mladikd")

Vysledek: ReSeni je ddno uvedenym schématem na obr. 3.

0 p,k
® @
p1k1V’Z ka V1Z

v,z p.k,v,z

Obr. 3 - Schéma (dvou) Feseni

Uloha 4 - Nejmensi poéet kouli

V sacku je 5 bilych, 7 Cervenych, 3 modré a 4 ¢erné koule. Kolik kouli je tfeba nejméné
vytahnout, aby mezi nimi byla urcité aspon jedna bila?

Vysledek: 15

Uloha 5 - Nejmensi poéet barev [2]

Na obr. 4 je znazornéna mapa a na ni hranice
nékolika Uzemi. Kazdé Gzemi ma byt vybarveno
jednou barvou tak, aby sousedni dvé Uzemi nebyla
vybarvena stejnou barvou. Kolik nejméné barev je
tfeba k vybarveni mapy uzit?

Vysledek: 4

Obr. 4
Dalsi zajimavé Glohy (pfevzaty z http://hadanky.chytrak.cz/):
1. Mate 10 pytld zlatakd. Jeden z Vasich sluhl, ktefi méli na starost prepravu penéz,
Vas chtél okrast, a v jednom z pytld z kazdé mince, kterd normalné vazi 10 gramd, 1
g zlata upiloval. Mate digitalni vahy (date na né predmét a ony ukazi, jakou ma
hmotnost). Dokazete na jedno vazeni urcit, ktery pytel obsahuje leh¢i mince, a tedy
kterého sluhu vyhodit?

2. Mate 13 na pohled nerozeznatelnych minci. Jedna z nich se malinko liSi v hmotnosti -
nevite, zda je lehdi Ci téZsi. Dokazete na rovnoramennych vahach na tfi vazeni urcit,
ktera to je? Kdyby se Vam nahodou zdala Uloha moc jednoducha, zkuste 40 minci na
Ctyfi vazeni - princip je stejny.

3. V zasuvce je 32 cCervenych ponozek a 32 modrych ponozek. Leva a prava ponozka
jsou k nerozeznani. Tahate potmé ponozky ze zasuvky. Kolik jich musite vytahnout,
abyste méli jistotu, Ze az se na né podivate, mate par?

3. Logické Glohy | VUP



2008 INESTANDARDNI APLIKA ENi ULOHY A PROBLEMY |

4. Reka - Na jednom bfehu jsou tfi misionafi a tii kanibalové. Lodi¢ka, do které se
vejdou maximalné dvé osoby. Jak se vsichni pfepravi na druhou stranu, aby nikdy na
74dném brehu nebyla presila kaniball nad misionafi?

Literatura:
[1] SOBEL, Max A., MALETSKY, Evan M., HILL, Thomas J]. Essentials of Mathematics 2.
Canada: Ginn and Company, 1974. 454 s.

[2] HOUSKA, Jan, et al. Cvi¢eni z matematiky pro I. a II. rocnik gymnazii. Praha: SPN,
1985. 264 s.
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4. Ohodnocené grafy

V praxi se Casto setkdvame s problémy, které souviseji s tim, jak uspofit co
nejvice materidlu nebo c¢asu, jak provést dany ukol co nejluspornéji s nejmensimi
ztratami. Takové problémy vedou k matematickym uloham, v nichz jde o nalezeni jisté
nejvétsi hodnoty (maxima) nebo naopak hodnoty nejmensi (minima). Reeni takovych
GUloh Ize casto wurdit nebo alespoi odhadnout matematickym zkousenim
(experimentovanim).

Uloha 1 - Minimalizace rozvodné sité Rybnina 4 Potoéna
[2]

Na obr. 1 jsou znazornény obce Lhotice,

Rybni¢nd, Jezerni, Poto¢na, Zabice

s uvedenymi naklady na mozné spoje 5
elektrického vedeni mezi dvéma obcemi.
(Hodnoty jsou uvedeny v jistych
jednotkach mény.) VSech pét obci ma byt
spojeno jednim elektrickym vedenim
(rozvodnou siti) tak, aby naklady na
vystavbu sité byly co nejmensi. Navrhnéte Obr. 1
plan tohoto vedeni.

Jezerni\4

Lhotice Zabice

Reseni - mUzeme urdit zkusmo, bude to vhodna &tvefice spojl, tedy téz ctvefice Cisel
(ndkladd). Soudtem té&chto ¢&isel jsou celkové naklady. Takovou ¢&tvefici s minimalnim
souCtem je cCtvefice (5,4,4,3), které odpovida jedno z propojeni vSech obci. Celkové
minimalni naklady jsou 16.

V souvislosti s FeSenim Glohy zodpovézte otazky:

a) Kolik je v8ech moZnych ¢tvefic spojd? (70)

b) Kolik je vdech &tvefic spojl, které tvoFi rozvodnou sit? (45)

c) Existuje pétice spoju, kterd neni rozvodnou siti? (Ano, napt. Lhotice - Jezerni -
Potoc¢na - Zabice)

d) Existuje Sestice spojl, kterd neni rozvodnou siti? (Ne)

e) Kolik jsou celkové naklady na nejdrazsi rozvodnou sit se ¢tyFmi spoji? (26)

Uloha 2 - Problém obchodniho cestujiciho [2]

Cestujici ma vyjet z Prahy a navstivit Usti nad Labem, Hradec Kralové, Olomouc, Ostravu
a Brno. Plan téchto mést s moznym spojenim a naklady na cestu je na obr. 2. Navrhnéte
trasu tak, aby cestujici projel vSemi mésty s minimalnimi celkovymi naklady:

a) bez navratu do Prahy

b) s navratem do Prahy

USTIi NAD LABEM 7 OSTRAVA

4. Ohodnocené grafy | VUP
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Vysledek: a) trasa Praha - Hradec Kralové - Usti nad Labem - Ostrava - Olomouc -
Brno, celkové naklady 22.
b) trasa jako v a), nakonec z Brna do Prahy, celkové naklady 30.

Uloha 3 - Problém diplomata

Diplomat vyjizd&jici z Prahy mé& objet hlavni mésta sousednich statd - Némecka,
Rakouska, Polska, Madarska a Slovenska, pak se vrati do Prahy. Naklady na cestu mezi
jednotlivymi mésty v urcitych jednotkdch mény jsou: Praha-Viden 2,4; Praha-Budapest
5,0; Praha-Bratislava 2,8; Praha-Varsava 3,4; Praha-Berlin 2,8; Viden-Bratislava 1,0;
Viden-Varsava 3,6; Viden-Berlin 3,8; Viden-Budapest 3,6; Berlin-Bratislava 3,2; Berlin-
VarSava 3,0; Berlin-Budapes$t 4,6; Bratislava-VarSava 3,0; Bratislava-Budapest 1,6;
Budapest-Varsava 3,2. Nakreslete obrazek a navrhnéte plan nejlevnéjsi cesty diplomata.
Vysledek: Jedna z optimalnich moznosti: Praha-Viden-Bratislava-Budapest-Varsava-
Berlin-Praha, celkové naklady 14.

Uloha 3 - Objizdéni hoteld
[1]

Na obr. 3 je znazornéno letisté
A a cCtyfi hotely (O - Omni, H
- Hilton, S - Sheraton, M -
Marriot). Hodnoty hran grafu
jsou Casy Vv minutach na
objizdku mezi jedno tlivymi
lokacemi. Urcete cestu
autobusu tak, aby po vyjeti
z letisté byly navstiveny
vSechny hotely s navratem na
letisté v nejkratSim case.

Vysledek: Trasa AHMOSA, 52
minut.

Obr. 3

Problém objizdé&ni hotel( odpovida jednomu z pfedchozich problémui. Kterému?
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5. Dopravni a kniharsky problém

Dalsi dva naméty publikované v pedagogickém tisku [1], [2] nabizeji netradicni
problémy matematické povahy vhodné pro soucCasné pojeti vyuky vzdélavaciho oboru
Matematika a jeji aplikace (podle RVP ZV jako Nestandardni aplikacni ulohy a problémy).
Redeni vyZzaduje predevéim tvorbu pldnu prace, systemati¢nost pristupu vietné
grafického zachyceni situaci, kombinac¢ni wuvazovani a kvantitativni vyhodnoceni
jednotlivych moZnosti. Jednd se v podstaté o jisty typ optimalizacnich uloh, takové
problémy jsou ovSem v praktickém Zivoté velmi Casté.

rv s

Pfiklad 1 - Montazni dilny

Ze dvou vyrobnich dilen podniku, jedné v Hradci Kralové a druhé v Pardubicich, se maji
rozvézt automobilové dily do dvou montaznich stfedisek v Liberci a ve Vysokém Myté.
Z dilny v Hradci se ma vyvézt 200 dilG a z dilny v Pardubicich 300 dilG. Dily se rozvézeiji
v sériich po 50 kusech, do kazdého z obou montaznich stfedisek se ma dopravit 250
kusl. Pfitom cena za dopravu jedné série z Hradce do Liberce je 2 000 K&, z Hradce do
Myta 1 500 K¢, z Pardubic do Liberce 2 500 K¢ a z Pardubic do Myta 1 000 K¢&. Predstavte
si, e jste ekonomickym manazerem podniku a navrhnéte nejlevnéjsi zplsob rozvozu.

Reseni: Situaci si prepideme do prehledné tabulky:

HK (200) P (300)
L (250) 2 000 K¢ 2 500 K¢
VM (250) 1 500 K¢ 1 000 K¢

Jednotlivé zplsoby rozvozu zndzornime schematicky (Sipka znadi vzdy sérii po 50
kusech):

a) b) C)
L L L
2000 o 2500 200 ° 2500 2000 o 2500
//'/" ™~ /0/')' AN o AN
HK © /“// oP HK © / OP HKO\ :> O P
\?'V' A400 1500 Vo'Vl A400 1500 VO'V' ‘/1000
15 500 16 500 17 500

Vysledek: Dostali jsme 5 zplsob{ rozvozu, nejlevné&jsi je zplsob a.) za 15 500 K&.
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Priklad 2 - Rozvoz sportovnich souprav

V krejcovské dilné v Praze usili celkem 300 sportovnich souprav. Soupravy umistili do
dvou skladG mimo Prahu. V prvnim skladu v Tabote je uloZzeno 100 souprav, ve druhém
v Jihlavé je 200 souprav. Odtud se ma podle objednavek dopravit do obchodu v Brné
150 kusd, do Olomouce 100 kust a do Plzné 50 kusu tak, aby doprava souprav byla co
nejlevnéjsi. Dopravni naklady na jednu soupravu jsou uvedeny v tabulce, soupravy se
prepravuji vzdy po 50 kusech. VyzkouSejte si roli ekonoma v této firmé a na zakladé
Udaju v tabulce doporuéte pfepravu s nejmensimi naklady.

Reseni: Tabulka prepravnich nakladd:

Brno (150) Olomouc (100) Plzen (50)
Tabor (100) 120 K¢ 80 K¢ 60 K¢
Jihlava (200) 40 K¢ 160 K¢ 100 K¢

Jednotlivé zplsoby prepravy znazornime schematicky, jedna Sipka znaé&i pfepravu 50
kusQ:

40
BN LIy i
Te eI — oy Te—3 e o) Te—> o «——o)
o 760 0 o
o 100 .1/100 o K10
P P P
35 000 19 000 27 000
i IR
Te e I el Te—> o «—eo
\ 0 160 80 O 160
60 o GN o
P P
29 000 21 000

Vysledek: Existuje 5 zpUsobu prepravy, nejlevnéjsi je zplsob (2) za 19 000 K¢&.
Optimalni zpUsob prepravy je uveden na obr. 1b, ndklady jsou 19 000 K¢&.

Problém Ize samoziejmé zjednodusit nebo znarocnit poctem vyrobnich stfedisek nebo
po¢tem obchodd, ptipadné &iselnymi hodnotami. Uvedeme jest& jednu modifikaci.

Priklad 3

Vypracujte nejlevné&jéi dopravni plan pro prepravu vyrobk{ v sériich po 100 kusech ze tfi
skladd A, B, C do dvou spottfebnich stfedisek M a N, jestlize se do kazdého z obou
stiedisek M, N ma dopravit 300 vyrobkd tak, Zze se ze skladd A, B, C po fadé odebere
100, 200 a 300 vyrobkd. Dopravni naklady na jeden vyrobek jsou 20 K& z A do M, 60 K&
zBdoM,20KEzCdoM,40KEzAdoN,30KEzBdo N, 50 KEz CdoN.
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Reseni:

\8
—>
,oz

M M
20 ° 20 20 ° ‘Q
Ao/IeBO ) Ao/o\

Ae E/ e C / C B o C
29 000 23 000 17 000
M M M
° ° ° 20
TS TN AN
Ae e B o C Ae e B o C Ae o B oC
30
40 iA N . % M{ 30
N N N
22 000 28 000 16 000

Vysledek: Existuje 6 zpUsobl pFepravy, nejlevnéjsi zplsob je: z A 100 vyrobk( do N, z B
200 vyrobkl do N, z C 300 vyrobkl do M. Minimalni ndklady jsou 16 000 K&.

Jinym optimalizacnim problémem feSenym graficky vyhodnocenim vSech moznosti je
knihafsky problém.

Pfiklad 4 - knihaFsky problém

Nakladatelstvi ma vydat dvé knihy. U prvni jsou tfeba 4 Casové jednotky (zpravidla
tydny) na tisk a 3 pro vazbu, u druhé 3 Casové jednotky pro tisk a 2 na vazbu. V jakém
poradi se maji knihy vydat, aby se tiskarna nezastavila, a aby knihy byly co nejdfive
svazany?

Reseni:

Existuji dvé moznosti poradi pro tisk obou knih, nasledné po sobé.

a) Jestlize napred vytiskneme prvni knihu, mZze byt svézdna bezprostfedné pti tisku
druhé knihy. Celkova ¢asova narocnost je 9 jednotek casu.

b) Jestlize zacneme napred s tiskem druhé knihy, potom ¢asova naroc¢nost vyroby obou
knih je o 1 ¢asovou jednotku vétsi, tj. 10.

Z hlediska ¢asu je teda vyhodné&jsi prvni zptsob.

Vyresime jesté kniharsky problém v narocnéjsi varianté.

Priklad 5 5
Nakladatelstvi ma vydat tfi knihy. Casové podminky jsou uvedeny v tabulce:
tisk vazba
1. kniha 3 2
2. kniha 4 1
3. kniha 2 3
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Reseni:
Pro 3 knihy mame celkem 6 poradi. Z nacrtu vSech situaci snadno zjistime, ze optimalni
jsou poradi (3, 1, 2) nebo (1, 3, 2). V obou pfipadech je ¢asova narocnost 10. Pfi téchto
dvou poradich je ve vazaéské diln& nejméné ztratovych &asu.

méfitko asu | } 4 } : } '
2 4 G a 10 12 hod
(123) | 1 ) 1 2 1 tisk
—— Fq  ——— vazta
I 4 2 3 I tisk
231) }
i . _l_| k] ! 2 | vazba
1 1 3 1 4 | tisk
@12 | ! K] ! £ i 1 vazha
4 5 .
(321) ] 4 | tisk
—— M4 —2—{vazba
L2 1 4 | .
I 1 1 vazba
4 3 2 ;
213 } | —— tiak
' A —2——2——vazta
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6. Nahodny pokus, sbér a zpracovani dat

Namét nahodného pokusu a jeho vyuZiti pro sbér a zpracovani dat, realizace nebo
simulace nahodného pokusu v ramci vyucovani matematiky neni dosud béznou soucasti
vyuky v nasich zakladnich skolach. Pfitom realizace nadhodného pokusu ve tfidé (napf.
hazenim hraci kostkou, minci nebo taZenim Zetond, pfipadné pomoci pocitace) spolu se
sb&rem a vyhodnocenim ziskanych dat spojend se skupinovou praci 2akl je nepochybné
jednim z vhodnych zplsobl jak dosdhnout olekavanych vystupl tematického okruhu
Zavislosti, vztahy a prace s daty vzdélavaci oblasti Matematika a jeji aplikace podle RVP
ZV.

Zaci timto zplsobem data ziskdvaji a jsou vedeni k jejich zpracovani -
vypracovani tabulky nebo grafu. Zjistuji polet ptiznivych pfipadd uréitého nahodného
jevu vzhledem k poétu vdech pokust, mohou odhadovat pocéet pFiznivych pFipadd
pti pldnovaném poctu pokusl a zlep$ovat tento odhad pfi opakovani ndhodného pokusu.
Mohou, ale nemusi vypoditat pomoci kalkuldtoru pomér ptiznivych vysledkl ke viem
provedenym pokusim (tzv. relativni ¢etnost) a sledovat, Ze pfi vét&im poctu pokusd se
tento pomeér blizi k urcité hodnoté (pravdépodobnosti daného nahodného jevu).
V nékterych pripadech mohou Z&ci logickou Gvahou vysvétlit, kolik pFiznivych vysledkd
ptipada na pocet véech moznych vysledkd.

Sledovani nahodného jevu obohacuji zZakovo chapani matematiky a jejiho
vyznamu v redlném svété. Bude velmi zadouci vyhleddvat vhodné ndméty ze Zivota 24kl
a jeho okoli, shromazdovat a predavat metodické zkusenosti v tomto sméru, motivem by
meél byt tento odstavec.

Pfiklad 1

a) Hazejte 10krat, 20krat, 30krat, 40krat, 50krat minci a poditejte, kolikrat padne ,lev".

b) Sestavte tabulku a pocitejte pro kazdy pripad pomér poctu ,Iva" ku poétu véech hodl
(relativni etnost). Ke které hodnoté se blizi relativni ¢etnost, kdy? se pocet hodd
zvysuje?

c) Hodte dvakrat po sobé minci (nebo dvéma mincemi soucCasné), pokus opakujte
vicekrat a pocitejte, kolikrat padne v obou pripadech ,lev". Sestavte tabulku a
politejte relativni etnost pro rlizné pocty hodl. K &¢emu se bliZi relativni &etnost,
kdyz se pocet hodl zvysuje?

d) Opakujte pokus z pfikladu 1a) s hraci kostkou, jako pfiznivy pfipad uvazujte hod
sudého Cisla (potom Cisel 1 a 2, pouze disla 6). Sledujte relativni Cetnost vzhledem
k poctu véech pokusl a pozorovani vysvétlete.

e) Kazdy zak si narysuje Ciselnou osu s body -5, -4, -3, ..., 4, 5. Potom hazi minci
a pohybuje se vlevo nebo vpravo od nuly o jednotku podle toho, zda hodi Iva nebo
pannu. Startuje se v nule a véichni maji vzdy stejny pocet hodd, vyhrava ten, kdo
prvni dosahne bodu 5 nebo-5.

f) Aktivitu doplfite Gvahou o vy&tu vdech moZnosti pro 5 hodl a vypoétem odpovidajici
pravdépodobnosti pro jednotlivé body -4, -3, ...., 3, 4 pfi péti hodech.

5 5
Vysledek:P(-3) =P(3) = 3 015625 ,P(-1) =P(1) = 16° 0,3125

1
P(-5)=P(5)= 35 = 003125
Pravdépodobnosti pro sudé body jsou nulové.
Pfriklad 2 - Prlijezd naméstim
Na planu (obr. 1) jsou nakresleny mozné prijezdy ndméstim se tyfmi semafory A, B, C,

D, které se rozsvécuji nahodné (Cervena, zelena). Automobilista chce béhem kratké doby
(napF. 30 sekund) projet nameéstim, kdy semafory nezméni svou polohu.
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a)

b)

c)

s |

J
Sysel
Obr. 1

Simulujte ndhodny jev polohy ¢&tyF semaforl, kterd uréuje prijezdnost nebo
neprijezdnost namésti hodem &tyf Zetond A, B, C, D (&ervend - C, zelend - Z).
Sestavte tabulku pro jisty pocet pokusl a pocitejte relativni &etnosti prijezdu.

;
<]

1. hod 2.hod | ...
A Zz Y4
B: C C
C: C z
D: y4 C
Prijezd: ano ne

Pomoci stromu vech logickych moZnosti uréete pocet véech pfipadl a polet

v . ’ v o ’ v s v ’ v s v
priznivych pripadu. (Pismena bez carky znaci zelenou - Z, pismena s Carkou cervenou
-C.) [2]

Strom vsSech logickych moznosti:

D DD D DD DD DD DD D D" D D
Vycet vSech moznosti:
ABCD AB'CD A'BCD A'B'CD
ABCD' AB'CD* A'BCD' A'B'CD
ABC'D AB'CD A'BCD A'B'C'D
ABC'D' AB'C'D' A'BCD A'B'C'D'
Vycet véech prijezdi:
ABCD AB'CD A'BCD A'B'CD
ABCD' AB'CD' A'BC'D
ABC'D
ABC'D'

Pomoci stromu vsech logickych moznosti uréete pocet vSech piipadd a pocet
priznivych pfipadl. Vypocitejte pravdépodobnost prijezdu a porovneijte ji s vysledky

9
ulohy a). Vysledek: 16 =0,563
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d) Reste Glohu a), b) pro pfipad, Ze semafor A je stale uzavien.

Vysledek: = 0,375

ol w

Priklad 3 - Chodec ve mésté

Na planu cest ve mésté znazornénému c¢tvercovou siti 3 x 3 jsou vyznaceny body A [0,0],

B [3,3], C [2,1]. Chodec z A do B muze jit pouze po &tvercové siti vpravo nebo nahoru,

odbocit Ize pouze v mfizovych bodech.

a) Simulujte ndhodny pokus prichodu méstem z A do B kolem stanoviét& znédmého
(hledané budovy) v bodé C za danych podminek napf. tak, Zze nahodné vybirate
potadi ze $esti Zetonl, z nichZ tfi jsou ozna&eny pismeny ,p" a t¥i pismeny ,n“.
Sestavte tabulku a pocitejte relativni ¢etnosti jevu, Ze chodec pfi nahodné volbé cesty
projde bodem C. Pfiklad pFiznivého vysledku (p, p, n, n, n, p).

b) Urcete polet vSech moznych cest a pocet pfiznivych tras z uUlohy a). Vypocitejte
pravdépodobnost a porovnejte s vysledky v Uloze a).

9
Vysledek: Vsech cest je 20, pfiznivych tras 9. Pravdépodobnost 20 =0,45

Priklad 4 - Cyklista, ktery
nezna cestu [2] B
Z mésta X do mésta Y se lze

dostat dvéma cestami podle

planu (obr. 2). Cyklista, ktery %

nezna cestu, vyjede spravnym (0 >
smérem z mésta X, ale na X A Y
kazdé krizovatce A, B, C se
rozhoduje nahodné. Vsechny
vyjezdy z kazdé kfizovatky
jsou stejné pravdépodobné.

Obr. 2

a) Simulujte nahodny pokus (na kfizovatce A, C hodem minci, na kfizovatce B tazenim
jednoho ze tfi Zetond), Ze cyklista vyjizd&jici z X dojede do Y. Sestavte tabulku a
pocitejte relativni Cetnosti.

b) Pokuste se urcit pravdépodobnost nahodného jevu, Ze cyklista jedouci z X za
podminek v Uloze a) dojede do Y. Porovnejte s vysledky Ulohy a).

5
Vysledek: — =0,417
ysledek: 5

Piiklad 5 - Zebf¥ik [3]

K okapu stfechy vede Zebfik s osmi
prickami (obr. 3). Hazime hraci kostkou,
pokud padne 1 nebo 6, sestoupime o jednu

pricku (pokud to jde), pokud hodime 2, 3, m

4, 5, postoupime o jednu  pfricku.
Odhadnéte, kolikrat bude treba hodit,
abyste se dostali na osmou pficku Zebfriku.
Pokus opakujte. Vychazi vam odhad?

Start

Obr. 3
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Priklad 6

Hodte dvéma hracimi kostkami (72krat) a zaznamenavejte vysledny soucet.

a) Sestavte tabulku a sloupkovy diagram pro pocet jednotlivych souétd (od 2 do 12).

b) Pokuste se vysvétlit nestejny polet jednotlivych souctl.

c) Na zadkladé predchozi Uvahy sestrojte sloupkovy diagram oc&ekavanych poctl
jednotlivych souétl pro tento pokus.

Pfiklad 7 - Odhad délky provazku [1]

Vyuéujici kratce ukadze zakim nataZzeny kus provazku, aby zaci odhadli jeho délku
s presnosti na 5 cm. Pak provazek zapeceti do obalky a uschova. Kazdy Zzak odhadne
délku provazku, vysledky se zaznamenaji, napt. do tabulky. Zaci pocitaji ¢etnosti kazdé
hodnoty, sestroji sloupkovy diagram rozlozeni cetnosti (obr. 4), vypocitaji aritmeticky
prdmér a uré& nejéastdjdi hodnotu odhadu. Na zdkladé tohoto Setfeni Zaci uréi
pravd&podobnou délku provazku a pak ji ovéfi se skuteénou délkou. Pokus muZe byt
proveden nezdvisle ve vice tfiddch s porovnanim vysledkd nebo s odhadem obsahu,
objemu i hmotnosti.

O(dc:f)d 100|105 | 110 | 115 [ 120 | 125 | 130 | 135 | 140
Qch}t 1 1 2 3 6 5 2 0 1
zaku

pocet zaku

\ 0100 W 105 0110 0115 W120 0125 W130 0135 W 140 \
odhad (cm)

Obr. 4
Pfiklad 8 - Strategie hry se spoluzakem
Na stole leZi 8 Zetonl. Vezméte 1, 2 nebo 3 Zetony. Pak udé&la totéZ spoluzdk a tak dale.
Prohrava ten, kdo si vezme posledni Zeton. Naleznéte postup tak, abyste jako zacinajici
vzdy vyhrali.
Reseni: Prvni sebere 3, pii druhém brani tolik, aby zbyl jeden.

Literatura:
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Mathematics. Canada: Addison-Wesley, 1973. 375 s.

VUP | 6. Nahodny pokus, sbér a zpracovani dat




2008 INESTANDARDNI APLIKA ENi ULOHY A PROBLEMY |

7. Diofantovské problémy

Diofantovské problémy (napf. diofantovské rovnice) jsou Ulohy feSené v oboru
celych nebo specialné pfirozenych Cisel. Nazev souvisi s feckym matematikem Diofantem
(Alexandrie, 3.stol.n. |.), ktery fesil rovnice a problémy v oboru Cisel racionalnich.

Jednoduché diofantovské Ulohy s redlnou motivaci jsou vhodnym pfikladem pro
tematicky okruh Nestandardni Ulohy a problémy vzdélavaci oblasti Matematika a jeji
aplikace podle RVP ZV. Vyuzivaji totiz zakladni matematicky aparat RVP ZV (délitelnost,
proménné a rovnice, operace s vyrazy) a zaroven poskytuji zakovi cenny jiny pohled tim,
ze predpokladaji mnohem uzsi defini¢ni obor a obor hodnot. Diofantovské problémy také
poskytuji novy pohled na pojem rovnice. VSechny uvedené Ulohy se daji feSit konecnym
poctem zkousSek (tabulkovou metodou), kde se za jednou proménnou dosazuji pfirozena
(nebo celd) disla z daného defini¢niho oboru a zkousi se, v kterém pripadé vyjde také
hodnota druhé proménné pfirozené nebo celé Cislo z jejiho oboru hodnot. Nékteré ulohy
jsou feSeny naroCné€jsi metodou - rozkladem na soucin, ani tento zplsob vdak
nepresahuje moznosti matematiky ZS. Diofantovské Glohy cCasto maji vice feSeni nebo
mohou byt nefesitelné.

Mnohé diofantovské Ulohy Ize Fesit jiz na 1. stupni ZS. Zndmé jsou napf. Zertovné
Glohy typu:

Priklad 1
Na dvore pobihaly slepice a prasata, dohromady to bylo 12 noh. Kolik bylo slepic a kolik
prasat? (Pfedpokladame, Ze zadnému zviteti nechybéla né&jaka noha.)

Reseni:
Lze provést formou jednoduchého experimentovani a sestavenim tabulky.

pocet slepic 1 2 3 4 5

pocet prasat - 2 - 1 -

Vysledek: Uloha mé dvé tedeni: 2 slepice a 2 prasata nebo 4 slepice a 1 prase.
Kdybychom ptedpokladali, ?e jeden ze zminé&nych druh( zvéfe mdZe chybét, mohli
bychom jesté uvazovat o zadné slepici a tfech prasatech nebo o Sesti slepicich a zadném
praseti.

Obratime se k ponékud naroc¢né&jsim uloham.

Priklad 2
a) Maminka koupila na trhu Reseni: pomerance | citrony Kiwi
pomerance, citrony a kiwi 1 4 7
a zaplatila 45 KZ. Pfitom 1 8 4
jeden pomeranc¢ stal 5 K¢, 1 12 1
jeden citron 3 KC a jedno 2 1 8
kiwi 4 K& Kolik  kusd ) 5 5
kazdého ovoce mohla 5 9 5
koupit? 3 > 6
3 6 3
4 3 4
4 7 1
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b) Maminka koupila na trhu pomerande, citrony a kiwi, celkem 30 kus( a zaplatila 100
KE&. Pritom jeden pomerand stal 5 K¢, jeden citron 3 K& a jedno kiwi 4 K&. Kolik kusd
kazdého druhu ovoce mohla koupit?

Vysledek:
[pP=4,c=24,k=2],[p=3,c=23, k=4],[p=2,c=22,k=6],[p=1,c= 21,
k = 8]

Priklad 3
Na predstaveni byly zakoupeny dva druhy vstupenek, lacinéjsi po 60 K¢ a drazsi po 85
K¢. Kolik vstupenek kazdého druhu bylo zakoupeno, jestlize vsechny staly 1 875 K¢?

Reseni:
¢ O v v wv. v
a) Ulohu muzeme vyresit opét tabulkou:

Drahe 14 2 3 4 s L] 22
vstupenky:
Levne. n n 27 n n n n 10 n n n n
vstupenky:

Uloha ma dvé feseni - drahych vstupenek 3, levnych 27 nebo drahych 15 a levnych 10.
b) Postupovat miZeme také algebraicky.

Oznacime-li poCet vstupenek levnéjsich vstupenek x a drazsich y, dostaneme rovnici
60x + 85y =1875

Obé& strany rovnice mizeme vydé&lit péti
12x+ 17y = 375

Mame najit vSechna pfirozena disla x, y, ktera vyhovuji pfedchozi rovnici. Vypocitame
Z rovnice x

¥ = 375 -17y :31_y+3—5y
12 12

Uréime y tak, aby zlomek vpravo mél celociselnou hodnotu, y = 3, pak x = 27 nebo y =
15, x = 10.

Pozndmka: Lze dok&zat, 7e vdechna fedeni dané rovnice v oboru celych &isel mdzeme
vyjadrit ve tvaru x = 27 + 17 t, y = 3 - 12 t, kde t je libovolné celé Cislo. Pfirozena Cisla
X, y dostaneme pravé prot =-1at = 0.

Vysledek: Uloha ma dvé feseni, bylo zakoupeno 27 levnéjsich vstupenek a drazsi 3 nebo
levnéjsich 10 a drazsich 15.

P¥iklad 4 [1]

Autobusového zdjezdu se zG&astni 195 osob. Je moZno objednat dva typy autobusd,
které maji 42 nebo 36 mist k sezeni. Denni poplatek za vétsi autobus je 6 000 K¢, za
mendi 5 000 K¢&. Kolik vétsich a kolik mensich autobust je tfeba objednat, aby vsichni
Gcastnici zajezdu méli misto k sezeni a celkové naklady za autobusy byly minimalni?

Reseni:
a) Problém lze feSit tabulkovou metodou.
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Oznaéme pocet vétdich autobusl x, pocet mensich autobust y, p je poet mist ve viech
autobusech (p - 195 je pocet neobsazenych mist), n celkové naklady.

X 0 1 2 3 4 5

Y 6 5 4 2 1

p - 195 21 27 33 3 9 15

n (Kc) 30 000 31 000 32 000 28 000 29 000 30 000

b) M{Zeme postupovat algebraicky.
Cisla x, y jsou celd nezaporna Cisla. Pocet mist p ve vSech autobusech je dan vyrazem
p=42x+ 36y
Celkové naklady n v K¢ za autobusy jsou uréeny vztahem
n=6000x+ 5000y
Nasim uUkolem je nalézt (pfi minimalnim n) takova celd nezaporna disla x, y, aby platilo
p =195
neboli 42 x + 36 y = 195
Obé strany této nerovnice mtzeme vydélit tfemi, dostaneme
14 x + 12 y =265
Dosazovanim za x obdrzime vysledky v tabulce.
Zavér: Optimalni moznost jsou tfi velké a dva malé autobusy. V tomto pfipadé je také
minimalni poCet neobsazenych mist.

Také dalsi priklady 6 a 7 muZeme FesSit experimentdlné zkusmo nebo
systematictéji tabulkou. Uvedeno je reseni algebraické.

Pfiklad 5 - Starovéka egyptska uloha

Urcete rozméry pravouhelniku (obdélniku nebo Ctverce), pro ktery plati, Ze jeho obvod
(v danych délkovych jednotkach) se rovna ciselné obsahu (v odpovidajicich jednotkach
obsahu).

Reseni:
Oznacime-li rozméry obdélniku a, b, dostaneme rovnici
a.b=2a+2b (1)
Tuto rovnici mizeme v oboru pfirozenych C¢isel Fedit tak, ze vypoclitdme a, pak
dosazovanim za pfirozenych Cisel za b hleddme ptirozena disla a.
Druhy zpUsob je Gprava rovnice (1) na tvar
ab-2a-2b+4=4
(a-2)(b-2)=4=14=41=2.2
Porovnanim jednotlivych ¢initelG dostaneme (az na symetrii) dva vysledky
a=3,b=6 nebo a=4,b =4,

Pozadavku ulohy vyhovuje obdélnik o rozmérech 3 x 6 nebo ¢tverec o rozmérech 4 x 4.

Priklad 6

Na upravené trati byl zvysen pocet stanic tak, ze se pocet variant jizdenek mezi starymi
a novymi stanicemi zvysil o 46. (Pfedpokladame, Ze z kazdé vychozi stanice do kazdé
cilové stanice existuje jedna varianta jizdenky.) Kolik stanic méla trat pfed Upravou a
kolik jich po Upraveé pfibylo? [2]

Reseni:
Oznacme pocet starych stanic s a poCet novych stanic n. Z kazdé staré stanice do kazdé
nové mame jednu variantu jizdenky neboli celkem s. n ridznych jizdenek. Z kazdé nové
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stanice mame do vSech stanic kromé té zvolené také jednu jizdenku nebolin + s - 1, to
je celkem n. (n + s - 1) rlznych jizdenek.

Dostavame rovnicis.n +n. (n + s-1) = 46

neboli n(2s+n-1) =46 = 1.46 = 2.23

Porovnanim ¢initeld na levé strané s rozklady ¢&isla 46 dostaneme dvé FeSeni v oboru
prirozenych Cisel: n=1,s =23 nebon=2,s = 11.

Na trati bylo 23 starych a jedna nova stanice nebo 11 starych a dvé nové stanice.

Priklad 7

Historicka uloha — Abu Kamil (850-930 n. I.), Kniha aritmetickych kuriozit.

Dostane$ sto drachem a je ti feceno: Kup za to sto ptakd tii druhl, kachny, holuby a
kurata, kachnu za dvé drachmy, tfi holuby za jednu drachmu a dvé kurata za jednu
drachmu. Kolik ptakd kazdého druhu mdze$ koupit?

Reseni:
Oznaé&ime-li polet kachen k, pocet holubl h a polet kufat r, dostaneme soustavu dvou
rovnic o tfech neznamych
k+ h+r=100,
h r
2k +5+5=1

375 00

Z uvedené soustavy dostaneme

9
h=60-—r,
10
takZe pocet kurat musi byt délitelny deseti. Z toho postupnym dosazovanim dostaneme

Sest celodiselnych kladnych feSeni:

r = 10, 20, 30, 40, 50, 60,
h= 51, 42, 33, 24, 15, 6,
k= 39, 38, 37, 36, 35, 34.

Vysledek: Existuje jesté sedmé nezaporné reseni r = 0, h = 60, kK = 40, které Abu Kamil
neuvazuje.

Priklad 8

Ze zavodu se expeduje série 10 000 vyrobkl stejného druhu v kontejnerech tfi velikosti
- do mensiho kontejneru se vejde 60 vyrobkd, do prostfedniho 80 a do nejvétsiho 150.
Nejvétsich kontejnerd je mozno pouzit nejvyée 10. Pfitom kontejnert prostfedni velikosti
je nedostatek, takZe se jich ma uzit co nejméné. Kolika zplsoby lze pomoci zcela
napln&nych kontejner( sérii vyrobkl odeslat?

Reseni:
Oznadime pocet mensich kontejnerl x, polet prostfednich y a poclet velkych z. Mdme
fesit za dané podminky pro y a z diofantovskou rovnici
60 x + 80y + 150z = 10000
Obé strany rovnice vydélime Cislem 10, dostaneme
6x+8y+ 15z =1000
Vzhledem k podmince pro y dosadime y = 0, dostaneme rovnici
6 x+ 15z =1 000.
Tato rovnice véak nema v oboru celych Cislech feSeni, nebot leva strana je délitelna
¢islem 3 a prava nikoliv.
Dosadime y = 1, dostaneme
6 x + 15z =992,
Leva strana je opét délitelna tfemi a prava ne, rovnice nema v oboru celych &isel reseni.

Zkusime y = 2, dostaneme
6 x + 15z = 984.
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Obé strany rovnice vydélime tfemi, dostaneme

2x+5z=328
Najdeme zkusmo jedno feSeni této rovnice, napf. x = 4, y = 64. VSechna dalsi reSeni
v celych dislech jsou dana vzorci x = 4 + 5t, z = 64 - 2t, kde t je libovolné celé Cislo.
Vzhledem k tomu, Z2e 0 < z< 10, musi byt 27 <t < 32.

t=27: x=139, y=2, z=10
t=28: x=144, y=2, z=8
t=29: x=149, y=2, z=6
t=30: x=154, y=2, z=4
t=31: x=159, y=2, z=2
t=32: x=164, y=2,z=0

Vysledek: Vlyexpedovani vyrobkd mize byt provedeno $esti zplsoby.
Na zavér jednoduchy pfiklad.

Priklad 9

Mame vyplatit 37 K& ve dvoukorunovych a pétikorunovych mincich. Kolika zplsoby to Ize
provést?

Vysledek: CtyFmi zpUsoby.

Zertovna tGloha o zakladu &iselné soustavy

Na Zemi priletéli obyvatelé z jiné planety, ktefi se vyznacovali tim, Zze méli na hlavé vzdy
stejny pocet tykadel. Pfi rozhovoru s jednim z nich vyslo najevo, Ze tito mimozemstané
mivaji hodné& déti. Doty&ny prohlasil, 2 ma 32 dcer a 44 synd, coz je v jejich zapisu &isel
106 déti. Otazka zni, kolik mél na hlavé tykadel a kolik mél skutecné déti?

Vysledek: 7 tykadel, 23 dcer a 32 synQ.

Literatura:

[1] HOUSKA, Jan, et al. Cvi¢eni z matematiky pro I. a II. ro¢nik gymnazii. Praha: SPN,
1985. 264s. ) )

[2] NOVOVESKY, S., KRIZALKOVIC K., LECKO 1. Zabavna matematika. Praha: SPN,
1974, str. 25.

[3]1 MACAK, K. TFi stfedovéké sbirky matematickych uloh. Praha: Prometheus, 2001, str.
64-65.
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8. Délky, obvody, obsahy a objemy

Uloha 1 - Utvar s velkym obvodem a malym
obsahem |
Urcete mérenim obvod a obsah obrazce na obr. 1.

Jeho hranici je lomenda cara, vsechny Uudhly ve
vrcholech jsou pravé.

Obr. 1

Uloha 2

Existuji tfi navzdjem neshodné obdélniky s obsahem 12 cm?, které maji délky stran
vyjadifené v cm celymi Cisly: 1 cm x 12 cm, 2 cm x 6 cm, 3 cm x 4 cm. Urcete obsah, pro
ktery bychom ziskali v obdobné Uloze Ctyfi navzajem neshodné obdélniky.

Vysledek: 24 cm?

Uloha 3 - Obrazec daného obvodu s nejvétsim obsahem

a) Obvod obdélniku nebo Ctverce (pravouhelniku) je 36 cm. Sestavte tabulku zavislost
obsahu S na délce strany a a odhadnéte, v kterém pfipadé bude obsah maximalni
(nejveétsi).

b) Urcete vzorec a defini¢ni obor funkce z Ulohy a). Nacrtnéte jeji graf.

c) Nejvétsi obsah pravouhelniku pfi daném obvodu ma cCtverec. Hadejte, jak by to
dopadlo, kdybychom se neomezovali na mnohouhelniky.

Obvod a obsah utvaru ve cétvercové siti

Uloha 4
Pro obsah S mnohoulhelniku s vrcholy v mfizovych bodech ¢tvercové sité plati Pickdv

h . Y . , Y
vzorec S =V +E -1, kde v je poéet vrcholl uvniti mnohoulhelniku, h po&et vrchold na

jeho hranici.

v =15
h =10
I~ S =19
N
N\ ™~
N 1
S=v+=-h-1
A\ 2

Obr. 2
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a) Ovéfte Picklv vzorec pro né&kolik mnohothelnikl (vzorec plati také pro nekonvexni
atvary).
b) Poé&itejte obvody mnohouUhelnikid ve &tvercové siti.

Pozndmka: G. Pick pUsobil po¢atkem 20. stoleti v Praze, pozdé&ji ve Vidni, v Praze byl
matematickym kolegou A. Einsteina, zemrel v roce 1942 v Tereziné jako obét holocaustu.

Uloha 5

a) Kolik navzajem neshodnych Usecek s krajnimi body v m¥izovych bodech ctvercové
sité existuje v tabulce 4 x 4? Vypocitejte jejich délky.

b) O kolik vice navzajem neshodnych Uselek s krajnimi body v mfiZovych bodech
Ctvercové sité nez v Uloze a) existuje v tabulce 5 x 5?

Vysledek:

a) 14, délky jsou 1, 2, 3, 4, ¥2, 5, V10, V17, 22, V13.25, 342, 5, 442 cm,
b) o5, délkyjsou\/%, @, \/3_4, \/4_1, 5J2 cm

Uloha 6
V kvadru o rozmérech 1 m, 2 m, 3 m urcCete pocet UseCek s krajnimi body ve vrcholech
télesa, které nejsou navzajem shodné. Urcete jejich délky.

Vysledek: 7, délky jsou 1, 2, 3, \/g,\/ﬁ, \/E, V14 cm

Uloha 7 - Ekologicka havarie

V zadvodé v misté S pobliz statni hranice doslo k ekologické havarii, jeji dosah saha
nejvyse 6 km od mista S. Statni hranice pobliz S je pfiblizné pfimocara a tétiva kruznice
dosahu zasaZené oblasti se statni hranici ma délku rovnéz 6 km. Vypoditejte, kolik
procent rozlohy pravdépodobné zasazené oblasti spada na Uzemi sousedniho statu.
Vysledek: Rozloha zasazeného zahrani¢niho Gzemi cini asi 2,9 % celkové ohrozené
oblasti.

Uloha 8 - Nebezpeéné jednoducha konstrukce
a) Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li danoDJABO= 8 cm, O0BCO= 5 cm, OOBACO= 30°.
b) Vypocitejte obsah a obvod trojuhelniku ABC.

Vysledek:
a) Uloha ma dvé navzajem neshodna feSeni. VSimnéte si, Ze zadani neodpovida zadné
v, v . .7 7y O
véte o shodnosti trojuhelniku.

b) S;=8+3-6,0, =43+ 10,5,=8+3+6,0, =43+ 16
Zdidvodnovani vzorci pro obsah obrazce

DlleZitym pedagogickym momentem na 2. stupni ZS jsou prvky zd@vodriovani
(deduktivni Gvahy). Vhodnym ptikladem s vyuZitim vét o shodnosti trojuhelnikl jsou
dikazy ekvivalence rlznych definic rovnob&zniku (z kazdé definice plyne jind):
Rovnobéznik je CtyFuhelnik, ktery ma obé dvojice protéjsich stran shodné. RovnobézZnik
je Ctyruhelnik, ktery ma obé dvojice protéjsich stran rovnobézné. Rovnobéznik je
Etyfuhelnik, jehoz Ghlopficky se pdli.

Jinym piikladem je zdivodiovani vzorct pro obsah trojihelniku, rovnobé&zniku
a lichobézniku, zname-li vzorec pro obsah obdélniku. Zaci by méli mit dobré povédomi
o té&chto dikazech (jejichZ princip je patrny z naértu), aby si je uméli predstavit pfi
odvozovani pfisludnych vzorcl a dostali tak ,pod kUzi", Ze tyto vzorce ,nepadaji z nebe".
Vzorec pro obsah trojuhelniku mdZeme odvodit dv&ma zplsoby podle obr. 3. Takovy
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obrazek je uUlelné ptipomenout vzdy, kdyZ si 24k ,nemlZe na dotyény vzorec
vzpomenout".

S, S,

Obr. 3

Podobné& je tomu se vzorcem pro obsah rovnobé&zniku (obr. 4), dikladné&jsi postup
je ovéem pomoci dikazu s vyuZitim shodnosti trojihelnikd (shodné trojuhelniky maiji
stejné obsahy).

D c

] a

A E B F
Obr. 4

Nejzajimavéjsi je odvozeni vzorce pro obsah lichobézniku, které lze provést
mnoha zplsoby (obr. 5).

D C F D c C E D c C
[J {
\"
A E B A a B A a B
Obr. 5

Dlkaz Ize provést také pomoci podobnosti dopln&nim lichob&Zniku na trojuhelnik
r v ’ o .7 n O s v s
a vypoctem rozdilu obsahu dvou trojuhelniku. (Pokud by se ukazalo, ze prace
v r . . V.V Ve v e O v Vg 7 . w7
S promeénnymi a,c,v je prilis narocna, muzeme pracovat s urcitymi cisly.)

Univerzalni vzorec pro objem
o v
Pro objemy znamych téles plati vzorec (Simpsonuv) V :E(Sl +48S, +83) , kde S;, S,

S3 jsou po fadé obsahy dolni podstavy, stfedniho fezu télesa a horni podstavy, v je vyska
télesa.

Uloha 9

Ovéite Simpsonlv vzorec pro kvadr (valec, hranol), ¢tyfboky pravidelny jehlan (rotaéni
kuzel) a pro kouli.

(SimpsonUlv vzorec plati také pro komola télesa i pro kulovou Use¢ a kulovou vrstvu.)
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Uloha 10

Vzorec plati pfi zfejmé modifikaci také pro rovinné Utvary - trojuhelnik, rovnobéznik
a lichobéznik, naplati vSak pro kruh. Ovérte.

(Simpsontv vzorec plati pro kazdé tdleso, jehoZ obsah Fezu kolmého k vydce je
kvadratickou funkci vzdalenosti od podstavy.)

Uloha 11 - Zertovna tloha

Pfedstavme si, Ze Zemé& ma presné tvar koule a okolo rovniku je obepnut drat. Drat
prodlouzime o jeden metr a napneme tak, aby byl vSude ve stejné vysce od Zemé.
Zjistéte vypoctem, zda by vzniklou mezerou prolezla kocka. (Je znamo, ze kocCka proleze
vSude, kudy prostrci hlavu.) Pocitejte s délkou zemského poloméru R = 6380 km.
Vysledek: (100 : 2m) cm, kocka proleze.

Ukazte, ze feSeni nezavisi na délce poloméru R. Pokuste se vyjadfit zkusSenost, ktera
vyplyva z Ulohy b).

Uloha 12 - Ovéfeni hodnoty vyrazu [1]

Kvadr se Ctvercovou podstavou ma vysku x cm, podstavna hrana je o 3 cm kratsi.
a) Napiste vyrazy pro objem V a povrch S kvadru jako mnohocleny s proménnou x.
b) Vypocitejte objem a povrch kvadru pro x = 5 cm.
Vysledky ovéfte dosazenim do mnoho¢lent z fedeni Ulohy a).

Vysledky: a) V = x> - 6x*> + 9x, S = 6x*> - 24x + 18
b) V=20cm3, S = 48 cm?

Uloha 13 - Lomena &ara v prostoru [1]
Na povrchu kvadru ABCDEFGH, 0OABO= 3 cm, OBCO= 4 cm, OCGO= 5 cm, je narysovana
uzaviena lomena ¢ara ACFDHA. Vypocitejte jeji délku.

Vysledek: 10 + 542 + 2/41cm = 29,9 cm

Uloha 14 - Poloha letisté [1]
Pro Ctyfi mésta A, B, C, D ma byt zvolena poloha L letisté (rozvodny el. sité) tak, aby
soucet vzdalenosti DAL+ OBLO+0OCLO+ ODLObyl minimalni.
Urcete bod L za prfedpokladu, ze
a) ABCD je vypukly (konvexni) ¢tyrahelnik
b) ABCD je nekonvexni Ctyfuhelnik s vypuklym vnitfFnim Ghlem pfi vrcholu C

Reseni:
a) bod L je priseéik Ghlopti¢ek AC a BD, pro kazdy jiny bod provedeme dikaz uzitim
trojuhelnikové nerovnosti
by L=C

Poznamka. Pro tfi body A, B, C v roviné je Uloha obtiznéjsi. Bodem L takovym, Ze DALO+
OBLOHOCLO je minimalni, je tzv. Fermatdv bod, v ostrolhlém trojuhelniku ABC je z bodu
L vidét use¢ky AB, BC, AC pod Ghlem 120°.

Uloha 15 - Poloha motorestu (policejni stanice) [1]
Pro tfi pfimocaré silnice s kfizovatkami A, B, C ma byt urcena poloha P motorestu
(stanice) tak, aby soucet vzdalenosti UA, - BCO+B, ~ ACO+0C, ~ ABO byl minimalni za
predpokladu, ze trojuhelnik ABC je

a) trojuhelnik s navzajem neshodnymi stranami

b) rovnostranny

c) rovnoramenny

8. Délky, obvody, obsahy a objemy | VUP
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Reseni:

a) bod P je vrcholem trojuhelniku ABC s nejvétSim vnitfnim Ghlem

b) bodem P je kterykoliv bod uvnitf nebo na hranici trojuhelniku ABC (porovnanim
sou¢tu obsahl trojuhelnikd ABP, ACP, BCP s obsahem trojuhelniku ABC
dostaneme, Ze soucet vzdalenosti kazdého takového bodu od stran trojuhelniku
ABC se rovna jeho vysce)

c) pokud jsou shodné vnitfni Uhly trojuhelniku ABC vétsi nez zbyvajici tieti vnitfni
Uhel, bodem P mize byt kazdy z obou vrchol( naleZicich k témto shodnym Ghlim
trojuhelniku ABC, v opacném pfipadé je to hlavni vrchol

Uloha 16 - Piejezd pFes poust
Automobil ma prejet co nejvétsi vzdalenost v pousti, uveze vSak zasobu benzinu pouze
na 300 km. Cerpat dal$i palivo Ize v misté startu S, mlze v8ak &ast nakladu benzinu
ulozZit v zaloZzeném skladu a vyuzit zasobu pro dalsi jizdu. Uréete maximalni vzdalenost,
kterou automobil ujede pFi zalozeni

a) jednoho skladu P

b) dvou skladl P;, P,
Jakou ¢ast ze zasoby paliva nacerpaného v S ulozi v kazdém skladu? Urcete vzdalenost
skladl od mista startu S.

Reseni:
1

a) 400 km. 3 v P, OSPO= 100 km,
3 1

b) 460 km, D v P,,0SP,0= 60 km, 3 v P,, OSP,0= 160 km.

Literatura:

[1] NIVEN, I. Maxima and Minima Without Calculus. Washington, D. C.: Mathematical
Association of America, 1981.

[2] DUKOWSKI, I., SCROGGIE, G. Mathematics 8. Canada: Houghton Mifflin, 1985, 290
S.

[3] WILCOCK, D. Mathematics tracher: Start the Year Right — Discover Pick’s Theorem.
Washington, D. C. Mathematical Association of America, 1981.

[4] VASILIEV, N. B. Vokrug formuly Pika. Kvant. 1974, ¢. 12, s. 39-43.
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9. Prostorové alohy

Uloha 1 - Mravenec na krychli
Mravenec leze po povrchu krychle z bodu A
do bodu C (obr. 1). Uréete nejkratsi drahu D
mravence. Pocitejte délku vyznacenych
cest pro délku hrany krychle je 1 m.

Vysledek: Otocenim horni stény do roviny
predni stény vidime spravné feseni ihned,
nejkratsi draha je AEC nebo ADC, jeji délka

je \/gm, délka cesty ABC je (1 +\/§) m.

Obr. 1

Uloha 2

Na obr. 2 jsou narysovany tfi shodné
krychle (délka hrany je 1 m). Urcete
nejkratsi drahu po povrchu télesa z bodu A
do bodu B.

Pocitejte pomoci Pythagorovy véty nékolik
délek cest a odhadnéte nebo zdUvodnéte A

optimalni. /
Vysledek: NejkratSi cesta z A do B je
10 m. Obr. 2

Uloha 3 - Sit krychle [1]
Na obr. 3 je narysovana krychle s jednim vybarvenym vrcholem a nékolik siti krychle.
Uréete, kterd ze siti mGZe vzniknout z narysované krychle.

Vysledek: 1, 2, 4.
A/

Obr. 3
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Uloha 4 - Obarvena krychle

a) Obarvenou krychli rozfezeme na 3 x 3 x 3 krychlicek. Kolik krychlicek bude mit
obarvenu jednu, dvé, tfi stény? Kolik krychlicek nebude mit obarvenu Zadnou sténu?
Vysledek: 6,12, 8, 1.

b) Obarvenou krychli rozfezeme na 4 x 4 x 4 krychli¢ek. Kolik krychlicek bude mit
obarvenu jednu, dvé, tfi stény? Kolik krychli¢ek nebude mit obarvenu Zadnou sténu?
Vysledek: 24, 24, 8, 8.

c) Z krychle rozfezané na 3 x 3 x 3 krychlicek je vyfnata v jedné hrané fada tfi
krychlicek (obr. 4), zbylé téleso je na povrchu obarveno. Kolik krychlicek ma
obarvenu jednu, dvé, tfi, zadnou sténu?

Vysledek: 4,9, 10, 1.

d) Z krychle rozfezané na 3 x 3 x 3 krychlicek byl vynat stfedem dvou protéjsSich stén
"tunel" ze tfi krychlicek (obr. 5). Kolik krychlicek po obarveni télesa ma obarvenu
jednu, dvé, tfi, zadnou sténu?

Vysledek: 0, 8, 16, 0.

s 7 7
/// //
]
]
/]
/|
d
d /
/
Obr. 4 Obr. 5

Uloha 5

Vrcholy krychle jsou oznaceny Cisly 1 az 8. Navrhnéte takové umisténi téchto Cisel ve
vrcholech krychle, aby soucet byl v kazdé sténé stejny.

Vysledek: PFi obvyklém znaé&eni vrcholl napt. A (1), B (4), C (5), D (8), E (6), F (7), G
(2), H (3).

Literatura:

[1] SOBEL, Max A., MALETSKY, Evan M., HILL, Thomas J. Essentials of Mathematics 2.
Canada: Ginn and Company, 1974. 454 s.

[2] HOUSKA, Jan, et al. Cvi¢eni z matematiky pro I. a II. rocnik gymnazii. Praha: SPN,
1985. 264 s.
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10. Matematicky experiment

Priklad 1 - Problém cerpaci stanice B
Na jedné strané pfimé dalnice (pfimka p)

lezi dvé obce (body A, B), DApO= 2 km,
BpO= 3 km, body A; a B; jsou po radé A
paty kolmic vedenych z bodd A, B k pfimce

p, UA;B;0= 4 km. Urcete misto na dalnici,

kde ma byt cerpaci stanice pohonnych

hmot (bod S) tak, aby DASO+0BSO byla co
nejmensi (obr. 1).

A S B, "
Obr. 1

a) Ulohu feste experimentalné délenim usecky A;B; po 0, 5 km.
b) Zvolte vhodné méfitko a reste Ulohu geometrickou konstrukci a vypoctem.
Reseni:
a) experimentalné (v km)
0A,SO 0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0
0B,S0O 4,0 3,5 3,0 2,5 2,0 1,5 1,0 0,5 0
0ASO 2,00 2,06 2,24 2,50 2,82 3,20 3,60 4,03 4,47
0BSO 5,00 4,61 4,24 3,90 3,60 3,35 3,16 3,04 3,00
OASO+0BSO | 7,00 6,67 6,48 6,40 6,42 6,55 6,76 7,07 7,47

Minimalni DASO+0BSO dostaneme pro 0A;SO= 1,5 km.
b) Redeni geometrickou konstrukci a vypoctem.

Rozbor: Sestrojime-li bod A’ soumérné sdruzeny s bodem A podle pfimky p, pak
OA'SO=0AS0O, takze DASO+0OBSO=0A'SO+0BSO
B

Konstrukce
1. A, A" je obrazem bodu A v osové

soumérnosti podle p
2. AB
3. S=pnAB

Dikaz

Zvolime-li na p jiny bod X nez S, plati
OAXO+OBX[O= DA'XO+0OBX[>0A'SO
(trojuhelnikova nerovnost)

Obr. 2
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Vypocet:
AS| [ByS|
A AA;S A A'A;S (sus) AAA;S = A BB;S (uu) = |AA,| (BB
AS|=x. = 47X L x=16

Optimalni poloha cCerpaci stanice je 1,6 km od bodu A;.

Pfiklad 2 - Problém cyklisty

Toma&$ jede domu na trekingovém kole nejdfive terénem a potom po cyklistické stezce
(obr. 3). Pohybuje se z mista A do mista D. V terénu jede primé&rnou rychlosti 8 km/h a
po cyklistické stezce rychlosti 17 km/h. Vzdalenost bodu A od cyklistické cestyDABO= 1,2
km, 0OBDO= 2 km. Predpokldddme, ze se pohybuje vterénu i po stezce pfriblizné
pfimocare. UrCete misto pfijezdu na stezku C tak, aby celkova doba jizdy cyklisty byla
minimaini.

%} Reseni:
A g i ac| [cD|
+_ 1

Celkova doba jizdy je (+—
jizdy je ( 8 17)

ZU} ZD} hodin. Vyjadfime tuto dobu pomoci
ZDE x =0BCO v minutach. Minimalni dobu

%E budeme hledat experimentalné tak, ze

budeme volit x = 200, 400, ..., 1800
metrl. Minimalni ¢as je mezi 600 m
C > [') a 800 m. Budeme délit tento interval,
délka pro minimalni c¢as je 640 m

Obr. 3 a ¢asové minimum je 15 minut.

] .

Priklad 3 - Markova nejkratsi cesta

Marek bézi z mista A pres golfové hristé do B
chaty B, ktera je v lese. Golfové hristé je

oddéleno od lesniho porostu pfimou

cyklistickou stezkou CD (obr. 4). Marek se les
pohybuje v obou terénech  pfiblizné
pfimocCafe. Na hfisti rychlosti 200m/min. s C

a v lese rychlosti 100 m/min. D E
OACO= 800 m, O0BDO= 600 m, OCDO= 1 000
m. Urcete bod E na stezce, kde by se méla
Markova cesta v idedlnim pfipadé ,zlomit"
tak, aby dobéhl zA do B v co nejkratSim
Case.

golfové hfisté

Obr. 4
Reseni:
Postupujeme experimentalné. Rozdélime Usecku CD po 100 m, volime x = 0OCEQa
pocitame DAEO a OBEQ, Casy t;, t,, t; + t; v minutach (desetinnych cislech). Sestavime
tabulku. Podeziely interval rozdélime jemnéji (po 10 m).

Vysledek: Optimalni cesta Marka z hlediska ¢asu je lomena ¢ara AEB, OCEO= 775 m, Cas

je asi 12 minut.
VUP | 10. Matematicky experiment




2008 INESTANDARDNI APLIKA ENi ULOHY A PROBLEMY |

Priklad 4 - Krabice s nejvétSim objemem

Z tvrdého papiru tvaru Ctverce o strané 60 cm mame
vyfiznout ve vrcholech mensi Ctverce tak, aby prehnutim
vznikla krabice bez vika. Urlete délku strany
vystfihovanych &tvercd tak, aby objem krabice byl co
nejvétsi. (Obr. 5)

Reseni:

Oznaé&ime délku strany vystfizenych ¢étvercd x (cm), pak
pro objem V krabice dostaneme V = (60 - 2x)2 x (cm3).
Sestavime tabulku pro x a V, x volime po 5 cm.

Maximum V dostaneme pro x = 10, vyzkousime jesté x =
9 a x = 11. Vidime, Ze maximum V je patrné pro x = 10. X

Obr. 5

Vysledek: Aby byl objem krabice co nejvétsi, je tfeba vystfihnout &tverce 10 x 10 cm?,
maximalni objem je 16 dm?>.

{ Pfiklad 5 — Kreslete a pocitejte!
Nejvétsi pocet oblasti p, na néz rozdéluji kruh t&tivy spojujici n bodd na hranici tohoto
kruhu, je dan vyrazem

p=1+:—2Ln(n—1)+2—];1n(n—1)(n—2)(n—3)

a) Ovérte toto tvrzeni (graficky a podle vzorce) pron = 2, 3, 4, 5. Vysledky: 2, 4, 8, 16.
b) Pokuste se uhadnout (vyslovit hypotézu) pocet téchto oblasti pro n = 6. Potom

vysledek ovérte. Vychazi vam odhad? VSimnéte si, Ze vysledek pro n = 6
neodpovida olekdvanému vzoru mocnindm dvou (tedy 2° = 32) jako pro n = 2, 3,
4, 5.

Vysledek: 31
c) Zjistéte pomoci vzorce pocet téchto oblasti pron = 7.
Vysledek: 57

Konvexni n-Ghelnik je rozd&len svymi Ghlopfickami nejvyse na 2—14(n —1)(n—2)(n2 -3n +12)

Pfiklad 6 — Kreslete a pocitejte!

oblasti.
a) Ovérte toto tvrzenipron =3,4,5, 6
Vysledky: 1, 4, 11, 25
b) Tvrzeni souvisi s pfikladem 5. Pokuste se to vysvétlit a odvodit prechazejici vyraz ze
vzorce z prikladu 5.
Névod: Odectéte od vyrazu pro p z prikladu 5 pocet oblasti n (pro¢?) a prevedte
na spolec¢ného jmenovatele, vhodnym vytykanim dostanete vyraz z prikladu 6.

Literatura:
[1] KELLY, B., ALEXANDER, B., ATKISON, P., WARNICA, E. Mathematics 9. Canada:
Addison-Wesley, 1981. 438 s.

Proc¢ se neda délit nulou (metodicka poznamka)
Pokyn, Ze se nesmi délit nulou se Casto objevuje v pedagogické praxi na 2. stupni

ZS avyuZivd se v algebfe pfi urcovani podminek, za nichz nema lomeny vyraz
s proménnymi ve jmenovateli smysl. Nékdy se s nim setkdvame jiz na 1. stupni, tam
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vSak problematika nasobeni a déleni nulou podle naseho nazoru nepatfi, nutné vsak tato
otdzka vystoupi na 2. stupni pfi operacich s celymi Cisly. Méné casto se zaroven uvadi
divod, pro¢ nelze nulou délit, jak by si vskutku pedagogicky postup vyzadoval. Pfitom
existuje nékolik moznosti, které dobre vysvétluji, proC nelze délit nulou, a jsou zcela v
dosahu 7ak( 2. stupné ZS. Z metodického hlediska si nepochybné zasluhuje tento
problém vétsi pozornost, sv&d¢&i otom i oblasné dotazy rodi¢d a Sirsi vefejnosti.
ZdGvodnéni by mélo byt zafazeno do vystupl SVP z matematiky v rdmci RVP ZV na
2. stupni, a tim spiSe na niz8im gymnaziu. Uvedeme tfi dGvody.

Déivod logicky. Mame-li spravedlivé rozdélit 6 bonbonl mezi 3 déti, délime 6 : 3 = 2,
mame-li ,rozdélit* 6 bonbonl jednomu ditéti, dostane véechny. Pokud véak mame délit 6
bonbonl a nemdm 2adné dité (tedy 0 dé&ti), z logiky situace dé&leni neprovadime, Uloha
nema smysl.

Dtlivod aritmeticky. Jestlize 6 : 3 = 2, pak 2. 3 = 6 a obracené. Jestlize 6 : 0 = x, pak
x .0 =6, ale x. 0 je pro kazdé ¢islo 0 (,nic krat cokoliv je vzdy nic"), zkouska nevysla, x
neni zadné cislo.

Diavod z hlediska priibéhu funkce. Uvazujme funkci nepfimou Umérnost urcenou
vztahem y = 6/x, jejim grafem je rovnoosa hyperbola, jejimi asymptotami jsou osy
soustavy souradnic. Blizime-li se po ose x zprava k nule, napf. pro x = 1; 0,5; 0,1;
0,001; 0,001;...; jsou odpovidajici hodnoty y = 6, 12, 60, 600, 6 000, .... Graf nepfimé
Umérnosti neprotne nikde osu y. Rikdme: ,KdyZ se x bliZi k nule zprava, roste y = 1/x
nad vSechny meze.“ Podobné kdyZ x se blizi k nule zleva (po zaporné poloose x), klesa y
dotycné funkce pod vSechny meze. Nékdy se také fika, Ze limit (ne hodnota) funkce y =
6/x ,kdyZ x se blizi k nule zprava, je plus nekonecno™ - zapis |jm @/ x =+ + POdoObNeé pfi
X— 0+

pfiblizovani zleva |imE/x = o -
x—0

,Nekonec¢no" ovsem neni zadné dislo.

Poznamka

ax x? x
X' x ' x2
Pokud bychom se snazili urc¢it hodnotu 0/0 opét priblizovanim Citatele a jmenovatele
k nule, dostaneme po zkraceni v prvnim pfipadé Cislo a, tedy libovolné Cislo, ve druhém
nulu a ve tfetim vyge uvedeny ptipad nepiimé imérnosti - rist nad véechny meze nebo
pokles pod vSsechny meze podle toho, jestli se pfiblizujeme zprava nebo zleva. Uvedené
neurcité vyrazy, které reprezentuji pfi pfiblizovani proménné x k nule vyraz 0/0, se
vskutku ,chovaji vselijak" (podle toho jakou funkci mame v Citateli a ve jmenovateli),
vyrazu 0/0 nelze jednoznacné priradit zadné urcité cislo.

Ponékud zvlastni pripad je ,neurcity vyraz 0/0“. UkdZzeme to na vyrazech

Uvedené divody vysvétluji, pro¢ ,podil s nulovym jmenovatelem" véetné ,vyrazu nula
déleno nulou" nemaji smysl (vysledek takové operace neexistuje) a s pFihlédnutim ke
konkrétni situaci ve tfidé by mély byt vyuzity pfi praci s zaky.

VUP | 10. Matematicky experiment
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11. Eulerova véta a mnohostény

Namét uvadi zajimavy stereometricky vztah, ktery odhaluje Z&kdm necekané
souvislosti v matematice, které zlstavaji zatim za jejich obzorem. Takovy motiv
podporuje kompetenci k uéeni (zvidavost) a k fedeni matematickych problémd, ukazuje
na hlubsi propojeni jednotlivych tematickych oblasti nebo jejich aplikaci (vyuziti
diofantovskych metod ve studiu pravidelnych téles), poukazuje na meze platnosti
matematického faktu, které jsou uréeny omezujicimi podminkami.

Pro konvexni hranata télesa (mnohostény) plati Eulerova véta o mnohosténech:
Soucet poctu vrcholli a stén konvexniho mnohosténu se rovna poctu hran
zvétsenému o dva. Oznadime-li polet vrcholl v, polet stén s a polet hran h, pro
kazdy konvexni mnohostén plati v+s=h+ 2 (1)

Eulerovu vétu nebudeme dokazovat, pouze ji ovéfime na nékolika pFipadech.

Ovérte vztah (1) pro kvadr a ctyrstén! Ovérte vztah (1) pro pétiboky konvexni hranol
a pétiboky konvexni jehlan!

Priklad 1
Ovérte vztah (1) a) pro n-boky konvexni hranol, b) pro n-boky konvexni jehlan.
Reseni:
a) Pro n-boky konvexni hranol
v=2n, s=n+2, h=3n
Dosazenim do (1) ovéfime, Ze vztah (1) plati.
b) Pro n-boky konvexni jehlan
v=n+1ls=n+1,h=2n
Dosazenim do (1) opét ovérime, Zze vztah (1) plati.
Pro mnohostény, které nejsou konvexni (maji dutinu), vztah (1) platit nemusi.

Priklad 2 [1]
Zjistéte, pro které z nekonvexnich téles na obr. 1 a), b), c) vztah (1) plati nebo neplati.

a) c)

.........

Obr. 1

Na obr.1a) je zobrazena krychle, v jejimz jednom vrcholu je vynata mensi krychle.

Na obr.1b) je zobrazeno téleso ptvodné sloZené z krychle a dvou jehlanl, pak v ose
télesa urcené hlavnimi vrcholy byl vyfiznut kvadr se ¢tvercovou podstavou.

Na obr.1c) je znazornéna krychle, v niz je dutina tvaru mensi krychle.

Reseni:
a) Pro téleso na obr. 1a) plati

h=21,v=14, s=19, takze vztah (1) plati.
b) Pro téleso na obr.1b) plati
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h=32,v=16,s = 16, takze vztah (1) neplati.
c) Pro téleso na obr. 1 c) plati
h=24,v=16,s =12, takze vztah (1) neplati.

& Pravidelné mnohostény

Vratime se ke konvexnim mnohosténlm, pro ty vztah (1) plati. Budeme se
zabyvat pravidelnymi mnohostény. Pravidelny mnohostén je konvexni mnohostén,
jehoz vSechny stény jsou shodné pravidelné mnohouhelniky a kazdym vrcholem
prochazi stejny pocet hran. Pfikladem pravidelného mnohosténu je krychle nebo
pravidelny &tyfstén. Nabizi se otazka, které typy pravidelnych mnohosténl jesté existuiji.
Na prvy pohled by se mohlo zdat, Ze existuji pravidelné mnohostény s libovolnym poctem
stén obdobné, jako je to s pravidelnymi mnohouhelniky, které existuji pro libovolny pocet
stran (vétsi nez 2). Zde vSak analogie mezi geometrii v prostoru a v roviné selhava,
pocet typl pravidelnych mnohost&nd je znaéné& omezen.

Pfesnou odpovéd na nasi otdazku dostaneme uZitim vztahu (1). Jestlize sténou
pravidelného mnohosténu je n-uhelnik (n = 3) a kazdym vrcholem prochazi m hran (m =
3), pakplati v.m=2h, s.n=2h, (2)
odkud vyloucenim v, s a dosazenim do (1) po Upravé dostaneme

h(iJ,l_EJ:l (3)
m n 2
Protoze cCislo h je kladné, musi byt také cinitel v zavorce kladny neboli
1 N 1 S 1 4
m n 2 ()
To je vlastné diofantovska nerovnice, ktera ma za danych podminek pravé pét reseni.
a) m=3,n=3
b) m=4,n=3
c) m=3,n=4,
d m=5n=3
e) m=3,n=5
Postupnym dosazenim téchto Cisel do (3) a (2) dostaneme
a) h= 6,v= 4 s= 4
by h=12,v= 6 s= 8
C) =12, v= 8 s= 6
d) h=30,v=12, s=20
e) h=30,v=20, s=12

V pfipadech a) a c) dostavame znama télesa — pravidelny Ctyfstén a krychli. Pfipady b),
d), e) ukazuji, Zze by mély existovat pravidelné osmistény a dvacetistény
s trojuhelnikovymi sténami a pravidelné dvanactistény se sténami tvaru pravidelného
pétithelniku. Tato télesa se vskutku daji sestrojit, takze existuje pét typd pravidelnych
mnohosténd podle vysledku FeSeni nerovnice (4).

Pozndmka. Uvedené vysledky lze dostat také Gvahou o soudtu velikosti Ghld pfi vrcholu
pravidelného mnohosténu, ktery musi byt menéi nez 360°. Pfi zavedeném znaceni totiz

n-2
musi platit mT.18O < 360. To je nerovnice ekvivalentni s (4).

Historicka poznamka 5 5
VSechny pravidelné mnohostény byly znamy jiz ve starovékém Recku. Recky

filozof Platén (429 - 348 pred n. |.) je symbolicky ptipisoval ¢tyfem zakladnim Zividm:

ohni - pravidelny ctyfstén, vzduchu - pravidelny osmistén, zemi - krychli, vodé -
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pravidelny dvacetistén a celému vesmiru - pravidelny dvanactistén. Podle Platéna se
pravidelné mnohostény nékdy nazyvaji platonskymi télesy.

Leonhard Euler (1707 - 1783), po némz se nazyva vztah (1), je jednim
z nejvyznamnéjdich matematik( novovéku. Pochazel ze $vycarské Basileje, vétsinu svého
Zivota vSak stravil v Berliné a v Petrohradé, kde pracoval v tameéjsi akademii véd,
v Petrohradé je také pochovan. V matematice se s jeho jménem setkdvame na kazdém
kroku.

Nékteré problémy, které Fesil, jsou mezi uvedenymi Ulohami. Poznamenejme, ze
vztah (1) znal matematik a filozof René Descartes (1596 - 1650) a pred nim jiz
starovéky Archimédes (287 - 212 pred n. |.), ktery vySetfoval tzv. polopravidelna télesa.

Dalsi Glohy:

1. Zobrazte krychli s hranou délky 1 dm. Stfedy stén krychle jsou vrcholy télesa.
Zobrazte toto téleso a dokazte, ze je to pravidelny osmistén. Ovéfte, ze pro toto
téleso plati vztah (1).

2. Odvodte vzorec pro objem a povrch pravidelného osmisténu s hranou velikosti a.

1
v =§a3ﬁ S =2a%3

3. Téleso vzniklo slepenim dvou shodnych pravidelnych &étyfstént v jedné sténé.
a) Dokazte, ze toto téleso neni pravidelny mnohostén.
b) Ovérte, ze pro toto téleso plati vztah (1).

4. a) Zobrazte konvexni mnohostén, jehoZ vrcholy jsou vsechny stfedy hran krychle
(hrana krychle ma délku 1 dm).
b) Ovérte platnost vztahu (1) pro toto téleso.

5
c) Vypocitejte objem a povrch tohoto télesa. (gdm3, (3 + +/3)dm?).

5. a) Zobrazte konvexni mnohostén, jehoZz vrcholy jsou vSechny body hran krychle,
které déli tyto hrany na tretiny (délka hany krychle 1 dm).

77
b) Vypocitejte objem tohoto mnohosténu. adm3

6. Cislo e = v + s - h, kde v je polet vrcholl, sje polet stén a h je pocet hran
mnohosténu, se nazyva Eulerova charakteristika mnohosténu.
a) Urcete e pro libovolny konvexni mnohostén. (2)
b) Urcete e pro mnohostény z prikladu 2. (2, 0, 4)

7. Uvazujte téleso, které vzniklo ,slepenim® dvou shodnych ¢étyFsténd ve spolené sténé.
a) Vysvétlete, proc toto téleso neni pravidelny mnohostén.
b) Ovérte, zZe pro toto téleso plati Eulerova véta.

Literatura:
[1] HOUSKA, 1., et al. Cviceni z matematiky pro I. a II. ro¢nik gymnazii. Praha: SPN,
1985. 264 s.
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12. Shodné Gtvary a soumérnosti

Ve Skolské geometrii se 7zaci setkavaji s osovou soumérnosti pfipadné i stfedovou
soumérnosti jiz na 1. stupni. Na 2. stupni tyto dva typy shodnych zobrazeni jsou
predmétem hlubsiho studia. Pomoci zajimavych Uloh zamérenych na poznavani dalsich
typl shodnych zobrazeni, jakymi jsou posunuti a otdéeni, je mozné u zak( rozvijet
nejenom geometrickou pFedstavivost, ale i graficky projev 2ak( a nendsilnim zplsobem
v nich vzbuzovat touhu po dalSim poznavani zajimavé oblasti matematiky - geometrie.

Uloha 1: Dokresli tabulky oto¢enych pismen a ¢&islic. [1]

OBRAZ
VZOR ototeni o Y ototeni o ¥ otofeni o % otoceni o
kruznice kruznice kruznice celou kruznici

K =
4 ~
Y A
5 | O

Uloha 2: Dokresli tabulku pismen zobrazenych podle dané osy. [1]

PISMENO | vertikalni osa horizontalni Sikma osa

Z

F | F|3

I'I"'ﬂl

W I A
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Uloha 3: Urci zobrazeni, které prevadi ¢erné pismeno do oranzového. [1]

JL JT
AR A

Ww = wrr

Uloha 4: Rozdél Utvar na dvé shodné ¢asti podle ¢arkovanych linek a uréi zobrazeni,
které prevadi jednu ¢ast v druhou. [1]

a.) o b.) R c.) LIH
. I R B
d) L f)

Uloha 5: Urlete otoceni, kterym se nezméni vybarvena $achovnice a). [1]

a) b)

Vysledek: Otoceni kolem stfedu Sachovnice o "4 kruznice.

Uloha 6: Vybarvi druhou $achovnici (b) tak, aby pfi otoceni kolem stfedu o 180° se
nezmeénila. [1]

Uloha 7: Urdi pocet os soumérnosti, prip. stfed soumérnosti danych Gtvard:
Ctverec obdélnik kosoctverec kosodélnik
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rovnoramenny trojuhelnik rovnostranny trojuhelnik  pravidelny pétithelnik
kruh elipsa deltoid.
Vysledek: Osy soumérnosti po radé: 4, 2, 2, 0, 1, 3, 5, nekonecno, 2,1
Stred soumérnosti — ¢tverec, obdélnik, kosoctverec, kosodélnik, kruh, elipsa

Uloha 8: Urcuj osovou (0) a stiedovou (S) soumérnost velkych tiskacich pismen a dislic:

H 8 T o E S Z 3

Vysledek: H (0,S), 8 (0,S), T (O), E (0), S (S), Z(S), 3 (O)

Uloha 9: Nakresli Utvar, ktery je stfedové soumérny, ale neni osové soumérny.
Vysledek: Napt. kosodélnik nebo S nebo Z.

Uloha 10: Precti hodiny v zrcadle.

Vysledek: a) tti hodiny, b) ptl jedné, c) &tvrt na deset, d) &tyti hodiny a p&t minut.

Uloha 11: Nakresli cifernik s fimskymi ¢islicemi v zrcadle.

Aplikace osové soumérnosti

Uloha 12: Skaut obyvajici srub P ma nabrat vodu v potoce p a donést ji do stanu Q (obr.
1). Pfedpokladédme, Ze potok je pfiblizné& pfimocary a on se téZ miZe pohybovat v terénu
po pfimce, urcCete jeho nejkratsi drahu.

Q

Obr. 1

Névod: Sestrojime bod P’ soumérny s bodem P podle g, prisedik P’Q s pfimkou g je
vrcholem lomené cCary, které je nejkratsi drahou.
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Uloha 13: Sportovec na hfiéti v misté A ma dobé&hnout na okraj obdélnikového hfisté,
prebéhnout na jeho druhy okraj a skoncit v misté B. Urlete jeho nejkratsi drahu
v pFipadé, Ze jde o situaci podle obr. 2 nebo podle obr. 3.

X B

Obr. 2 Obr. 3

Vysvétlete, pro¢ se po této draze za téchz podminek pohybuje koule na kulecnikovém
stole.
Néavod: Sestrojte body soumérné s body A, B podle tucné vyznacenych stran hfisté.

Uloha 14 - Poloha pokladu: Podle nalezeného starého zapisu se v misté zbytk{
obdélnikové palisady ohraniCujici byvaly piratsky srub naléza ukryty poklad. Presna
poloha pokladu u palisady je urcena tak, Ze pozorovatel z pfimocaré cesty p vidi topol T
v zakrytu (v jedné pfimce) s polohou pokladu tak, ze vzdalenost pokladu od topolu je
stejna jako vzdalenost pozorovatele od topolu. Uréete moznou polohu pokladu u palisady
a polohu pozorovatele na pfipojeném planu a vzdalenost pokladu od topolu viz obr. 4.

palisada

- srub
34

S

{10,
g

TQ topol

I0 2|0 40 60 8|010|0m

PR h

Obr. 4
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Reseni: Poloha pokladu je prisecikem obrazu cesty p s obrysem palisaddy ve stiedové
soumérnosti se stfedem T, jsou dvé moznosti. Vzdalenosti jsou pfriblizné stejné, asi 116
m.

Zabavna aloha

Sestavte deset stejnych koleCek tak, aby vzdy Ctyfi byly na jedné Usecce.

Névod: ReSeni najdeme pomoci vrchold a prdsecikd Ghlopfi¢ek pravidelného
pétidhelniku.

Literatura:
[1] KELLY, B., ALEXANDER, B., ATKISON, P., WARNICA, E. Mathematics 9. Canada:
Addison-Wesley, 1981. 438 s.
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13. Skladani shodnych zobrazeni

3

Uloha 1 - Skladani obratd

Uvazujme mnozinu &tyf obratl: P - vpravo v bok, L - vlevo v bok, Z - &elem v zad, N -

zUstat na misté a slozeni dvou obratd, napt. P.P=27,Z.L=P,N. Z = Z.

a) Sestavte tabulku vysledkt pro véechny dvojice.

b) Ukazte, Ze tato operace je komutativni.

c) Ukazte na prikladech, Ze tato operace je asociativni.

d) Obrat N je neutralni prvek (jako nula pfi scitani nebo 1 pfi nasobeni). Urcete inverzni
prvky k obratdm P, L, Z, N.

e) Vypoditejte vice zplsoby a vysledek ovéfte pti skuteéném otaéeni: P. L. L. Z. P. Z. L

f) Reste rovnice L. X = P, Z. X = N, P. X = Z dvéma zplsoby - zkusmo a algoritmem
pomoci inverznich prvka.

Zkusmo a algoritmicky (vynasobenim obou stran inverznim prvkem ke koeficientu
neznameé).

Uloha 2 - Hledani pokladu (1)
Na ostrové v mofi ma byt Udajné ukryt stary piratsky poklad. K dispozici je planek
ostrova (obr. 1) s Sifrou o misté uloZeni. Jsou mozné dvé varianty:

a) Z vychozi polohy S je tfeba provést otoceni kolem Gtesu O o pravy Uhel ve sméru
ruCicek na hodinkach a potom toto polohu zobrazit podle osy o urcené vyznamnym
starym topolem a skalou.

b) Z vychozi polohy S provést obé zobrazeni v opac¢ném poradi, tj. naprfed zobrazit
podle osy o a potom provést dané otoceni (Uloha a).

Urcete na planu mozné polohy pokladu.

01 2 3 4 5cm
—t+—+—
0 1 2 miles

Obr. 1
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Uloha 3 - Hledani pokladu (2)
Uloha je obdobna Uloze (1). Poloha pokladu je zasSifrovana tak, ze vychozi polohu S:
a) napred zobrazime podle osy o prochazejici na planu (obr. 2) skalou ve sméru
jihojihozapadnim a potom sestrojime obraz této polohy ve stfedové soumérnosti
podle stromu T
b) zobrazime ve stfedové soumérnosti podle T a potom vyslednou polohu zobrazime
v osové soumérnosti podle osy o

Skladani dvou osovych soumérnosti

Uloha 4: Kolmo k ¢iselné ose jsou umistény dvé osy 0;(5), 0,(12). Jejich polohy jsou

urceny souradnicemi v zavorkach.

a) Urcete souradnici obrazu bodu P (0) umisténého v pocatku, ktery dostaneme, kdyz
zobrazime bod P napfed v soumérnosti podle osy o; a potom ziskany obraz
v soumeérnosti podle osy 0, . P”(14).

b) Urcete souradnici bodu P (0), ktery dostaneme, kdyZ zobrazime napfed bod P podle
osy 0, a ziskany obraz zobrazime podle osy o; . P”(-14).

Vysledek: a) P(10), P(14)
b) P(24), P(-14)

Poznamka: Tuto Glohu Ize formulovat téz jako skladani stfedovych soumérnosti.
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Uloha 5:
Urdete soufadnice obrazu bodl A (2,4), B y
(0,0), € (-3,5), D (-1,7), E (0,-3) ve 02
slozeném zobrazeni podle osy o; a potom x
podle osy o, (obr. 3). Jaké by byly 6
soufadnice obrazi bodl pfi zdméné poradi (2,4) 01
obou zobrazeni? Tt

(]
Vysledek: A (6,8), pfi zaméné dostaneme E \
stejny vysledek. " :

0 4 X

Obr. 3

Uloha 6:
a) Sestrojte obraz trojuhelniku ABC ve slozeném zobrazeni podle osy o; a potom podle
osy 0, (obr. 4a). Ktery jedinym zobrazenim lze toto slozené zobrazeni nahradit?

c |o
A B
02
obr. 4a

Vysledek: Stfedova soumeérnost podle pocatku soufadnicové soustavy.

b) Sestrojte obraz trojuhelniku ABC ve slozeném zobrazeni podle osy o0; a potom podle
osy 0, (obr. 4b). Kterym jedinym zobrazenim Ize toto sloZzené zobrazeni nahradit?

C
A B
A\ A
K L
01 02
Obr. 4b

Vysledek: Posunuti o vektor 2. KL.
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14. Reseni Gloh vice zpiisoby

Jednim z vyznamnych principd vyuéovani matematice je teeni Uloh vice
zpUsoby. Uplatfiovani tohoto principu vede k hlub&imu vhledu do podstaty dané tématiky,
vyzvedava souvislosti v matematice, poukazuje na jeji harmonii.

Reseni dloh rovnici a dsudkem
o . Y 2 , 1 ,
Priklad 1. Turista usel dopoledne 5 celodenni trasy, odpoledne 3 celodenni trasy a do

cile mu zbyvalo 9 km. Kolik usel za cely den?

Reseni rovnici. Oznadime x délku celodenni trasy v km, dostaneme rovnici

gx+£+9—x
573 7

x=33§
4

s o) v_ v Y Ve (o] v 4 ’ ’ v
Druhy zpusob reseni je pomoci zlomku. Dostaneme, ze 5 celodenni trasy odpovidaji

délce 9 km, odkud opét vypocitame délku celodenni trasy. Provedeme jesté zkousku
vypoctem, kolik turista usel dopoledne a odpoledne.

Vhodné jsou také modifikace Ulohy, které ukazuji na nutnost presného vyjadreni
a pochopeni ulohy, napf. kdyby turista odpoledne usel jednu tfetinu dopoledni trasy, coz
ovéem vede k jinému vysledku. Cenna mohou byt téZ rliznd zobecnéni tGlohy.
Obvyklé dlohy o pohybu mizeme Fedit tfemi zpUsoby: Rovnici, Gvahou (vydé&lenim
,haskoku" rozdilem rychlosti) a graficky (uréenim priseé&ikd grafi dvou linedrnich funkci).
Podobné lze fesit Ulohy o spolecné praci. Vedle tradi¢ni rovnice (pro dva pracovniky)

1 IL o BB CF (to u? j : kladat za d dsoby, kde je zajimavé
—+—=— nebo —+—=— (to e mozno pokladat za dva soby, kde je zajimavé,
2 b x 2 b x uz j Zno p za dva zpusoby je zajimav

Ze na praci P kofen x nezavisi) lze postupovat Uvahou o zlomcich vykonané prace za
Casovou jednotku. Pedagogicky ucinnéjsi je vypocitat demonstracné méné uloh vice
zpUsoby neZ vice Uloh zplsobem jednim. Nékdy se mohou jevit tyto rtizné pohledy na
feSeni Ulohy erudovaného uditele triviadlné, ale nemusi tomu tak byt z hlediska Zaka.

Dalsi typ algebraickych Gloh Feenych dvéma zpUsoby.

Pfiklad 2 - (MO 54, Z 5)

Tfi princové Sli na mnohohlavého draka, prvni princ mu usekl levou rukou polovinu a
pravou dvé. Totéz udélal se zbylymi hlavami druhy a treti princ. Potom drak padl
bezhlavy k zemi. Na kolikahlavého draka se princové vydali?

Reseni od zadu. Treti princ usekl levou rukou polovinu zbylych hlav a pravou dvé a drak
byl bezhlavy. Proto poloviny zbylych hlav byly dvé hlavy, celkem usekl 4 hlavy. Po akci
druhého prince zbyly tedy Ctyfi hlavy, takze druhy princ jich usekl 8 hlav a podobné prvni
princ 16 hlav. Drak mé&l plivodné 28 hlav.

o, Y - . v Y ;o X
Reseni od pfedu rovnici. Jestlize mél drak pdvodné x hlav, pak prvni princ usekl E+2’

druhy%(g—2j+2 a treti 1(X_3j+2 dracich hlav. Dostaneme rovnici
A

£+2+£ 1_2 +2+£ 1—3 +2 =x, odkud x = 28.
2 2\ 2 2\ 4
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Algebraické a geometrické rFeseni uloh

P&knym prikladem feSeni Ulohy vice zplsoby je tedeni problému algebraicky
a geometrickou konstrukci. Ukazeme priklad, ktery byva v rekreacni matematice
oznacovan jako stara indicka uloha.

-
P¥iklad 3 - Lotosovy kvét [1] }yzmpy
Nad hladinu jezera vyéniva pdl stopy kvét S——
stopy

lotosu. Kdyz zafouka vitr, dostane se kvét
na hladinu dvé stopy od mista, kde rostl.
Jak hluboké je jezero? (Stopa je asi 30
cm.)

Algebraické reseni: Z naclrtu je vidét, Ze
vychodiskem je pravouhly trojahelnik
(svisly stonek lotosu, hladina, naklonény
stonek). Je-li hloubka jezera x stop, pak
stonek je dlouhy (x + 0,5) stopy.

Plati X’ +2° = (x + 0,5)° —

x = 3,75 Obr. 1

Geometrické FeSeni: Narysujeme planek situace v méfitku 1 stopa = 4 cm, polopfimku
svislého stonku lotosu, kvét je pocatecnim bodem, hladinu vody, lotos jako bod na
hladiné. Prlsec¢ik osy Use¢ky dvou poloh kvétu s p¥imkou stonku se protnou na dné
jezera. Mérenim ovérime vypocitanou délku.

Poznémka: Ulohu Ize tedit jesté tietim zplsobem pomoci podobnosti dvou pravouhlych
trojuhelnikd. K tomu je tfeba vyuzit stfed Uselky, kterd spojuje obé& polohy kvétu lotosu.

Rada Uloh tohoto typu je uvedena v &lanku Pythagorova véta a osa Usecky.

Literatura:
[1] PELERMAN, J. 1. Zajimava geometrie. Praha: Mlada fronta, 1954. 225 s.
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15. Pythagorova véta a osa Usecky

Cilem tohoto namétu je pfipomenout jeden typ geometrickych dloh vyuzitelnych
na 2. stupni ZS nebo na nizSim stupni gymnazia jako aplikaci konstrukce osy usecky,
Pythagorovy véty, feSeni linearnich rovnic a vzorce pro druhou mocninu dvojclenu. Na
té&chto Ulohadch Ize dobfe demonstrovat a vyuzit dvoji odlisny zplsob FeSeni, ktery
navozuje ddleZity pedagogicky moment - védomi souvislosti mezi algebrou a geometrii,
jejich harmonického vztahu. Pfi samostatném feSeni téchto Uloh Zaci nejen upeviuji svou
kompetenci k uceni a k feseni problém{, ale pfi vhodné organizované praci zakd (napf.
prace ve dvojicich - jeden zak fesi Ulohy algebraicky a druhy geometrickou konstrukci a
dalsi uUlohu naopak) nebo navozené diskusi (rozbor a vysledky feSeni problému) a
spolupraci posiluji kompetence komutativni a kompetence socialni a personaini. K Gloham
Ize také pfistoupit tak, ze v nizsim rocCniku FeSime Ulohy pomoci osy UseCky a pozdéji se
k témto problémuim vratime algebraickou metodou.

Priklad 1
Je dan pravouhly trojuhelnik ACD s pravym uhlem pfi vrcholu C, DACO= 7,5 cm, OCDO=
12,5 cm. Na pfimce CD urcete bod B tak, aby DABO=0BDO.

Reseni:
Ulohu vyresSime nejprve
geometrickou konstrukci. A
a) Z rozboru vidime, Ze bod B je y
vrcholem rovhoramenného
trojuhelniku ABD se zakladnou
AD, pfitom bod B ma lezet na
pfimce CD.
Konstrukce a jeji zapis:
1. A ACD, OOACDO= 90°, DACO=
7,5cm, OCDO= 12,5 cm >
2. o0, 0sa AD C B D
3. B_B=0on -CD >/

Obr. 1

b) Polohu bodu B miZeme uréit také vypoctem délky Usecky BC. Ozna&imelBCO= x c¢m,
pak0ABO=0BDO= (12,5 - x) cm. Protoze trojuhelnik ABC je pravouhly s pfeponou
AB, plati 7,52 + x* = (12,5 - x)* (1)

Tato rovnice ,se tvari kvadraticky", snadno se vSak presvéd¢ime, zZe je linearni. Jejim
feSenim dostaneme, Zze x = 4. Vzdalenost 0BCO= 4,0 cm. Vysledek ovéfime mérenim
v provedené konstrukci.

Re$me obdobu Ulohy 1. pro DACO= 9 ¢cm, OCDO= 6 cm a napi$eme-li mechanicky
obdobu rovnice (1), dostaneme rovnici 92 + x> = (6 - x)?
x=-3,75
Z geometrické konstrukce ihned vidime, co tento vysledek znamena. Bod B lezi na
opaéné polopiimce k - CD, OBCO= 3,8 cm. Zaci sami pfijdou na podminku, kdy tento
pfipad (pfi obecné formulaci Ulohy 1 bez konkrétnich dat o délce UsecCek) nastane,
DACC>0CDO.

Obdobu ulohy 1 Ize uzit jako samostatnou frontalni praci (s moznosti vzajemné

kooperace) pro dvé skupiny zakl A a B pfi vyucovani (po pfedchozim rozboru problému
nebo vyfeSenim vzorové Ulohy pod vedenim ucitele). Pokud Zaci rysuji do seSitu nebo na
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papiry formatu A4, lze uzit téchto vstupnich dat (vysledky vypoctu jsou uvedeny
v zavorkach):
A a) DACO= 6 cm, OCDO= 10 cm, (OBCO= 3,2 cm)

b) DACO= 10 cm, OCDO= 5 cm, (OBCO= 7,5 cm)

B a) DACCO= 8 cm, OCDO= 12 cm, (OBCO= 3,3 cm)
b) DACO= 12 cm, OCDO= 6 cm, (OBCO= 9 cm)

Podstata Ulohy 1 je skryta v nasledujicim prikladu.

Priklad 2

Je dan rovnoramenny trojuhelnik ABC se zakladnou AB, DABO= 8 cm, a vyskou v, = 7
cm.

a) Sestrojte kruznici opsanou k trojuhelniku ABC.

b) Vypocitejte polomér kruznice opsané k trojuhelniku ABC.

Reseni a)

Rozbor: Pro stied S kruznice opsané k
trojuhelniku ABC plati 0DASO=0BSO=
0OCSO, takze bod S leZi na ose o; strany
AB a zaroven na ose o, strany BC.

Konstrukce a jeji zapis:

1. 0;, O

2. S=0;n 0,

3. k(S, 0ASD)

y Obr. 2
Reseni b)

Trojuhelnik BSO, kde O je stfed strany AB, je pravouhly s pravym uhlem pf¥i vrcholu O,
OBSO=0ASO= x cm, O0BOO= 4 cm, OOSO= (7 - x) cm. Podle Pythagorovy véty dostaneme
x? =4%+ (7 - x)?
X = @ =46
14
Polomér kruznice opsané k trojuhelniku ABC je priblizné 4,6 cm. Vysledek ovéfime
meérenim v feSeni a).

Navrh vstupnich dat pro zakovskou praci (vysledky vypoctu jsou uvedeny v zavorkach):
A a)0ABO=6cm, v =12 cm, (r= 6,4 cm)
b) 0DABO= 10 cm, v. =4 cm, (r=5,1 cm)

B a)0ABO=12cm, v.=8cm, (r=6,3 cm)
b) 0DABO= 12 cm, v. =3 cm, (r=7,5cm)

Priklad 3

Do bazénu s vodou je svisle ponofena tyc, ktera se dolnim koncem opira o dno bazénu.
Délka ¢asti tyCe nad vodou je 15 cm. PootocCime-li ty¢ opfenou o dno bazénu tak, Ze se
horni konec tyCe dostane na hladinu, pak vzdalenost horniho konce ty¢e na hladiné od
plvodni svislé polohy tyée je 75 cm. Uréete hloubku vody v bazénu.
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a) Reseni geometrickou konstrukci

Rozbor: UsecCka BD znazornuje svislou polohu tyce,
pfimka AC hladinu, pfitom AB je poloha tyce po otoceni.
Trojuhelnik ABD je rovnoramenny se zakladnou AD,
proto bod B lezi na ose Usecky AD a na kolmici k pfimce
AC. Konstrukce je provedena v méfitku 1:30, Zaci je
realizuji v méfitku 1:10.

Zapis konstrukce:

1. A ACD, OJACDO= 90°, DACO= 2,5 cm, OCDO= 0,5 cm
2. o, 0sa AD

3. B,B=0on -CD

Obr. 3

Mérenim Usecky BC zjistime, zeBCO= 6 cm. Hloubka vody v bazénu je 6 cm. 30 = 180
cm.

b) Reseni vypoltem
Vyjdeme ze situace podle obr. 3. Trojuhelnik ABC je pravouhly s pfeponou AB. Oznac¢ime
hloubku vody x cm, OBCO= x. Délka tyce je (x + 15) cm. Z trojuhelniku ABC dostaneme
X? 4+ 752 = (x + 15)?
x =180

Pfiklad 3 je zajimavy tim, Ze ukazuje zplsob vypoc¢tu hloubky vody z udajl
ziskanych pouze nad vodni hladinou. PovSimnéme si, Ze tyto Ulohy lze FeSit jesté jinym
zpUsobem vypoctu, totiz uzitim vztahu A ACD = A BSD (uu), kde bod S je stfed AD,
a vypoc¢temOADO(obr. 3). Podobné Ize ovSem pfistoupit k feSeni ostatnich Uloh tohoto

typu.
Zobecnénou ulohu 1 Ize formulovat takto: Sestrojte pravouhly trojahelnik ABC (s pravym

Uhlem pfi vrcholu C), jsou-li dany délky DACO a OCDO=0ABO+0OBCO. Vypocitejte DABO
a BCI.

Zobecnénou Ulohu 3 (pfip. 4) Ize formulovat takto: Sestrojte pravouhly trojuhelnik ABC
(s pravym uhlem pfi vrcholu C), je-li dano DACO a OCDO=0ABO-0OBCO. Vypocditejte DABO
a OBCL.

Pfiddme jesté navrh vstupnich dat pro feSeni posledné zminéné Ulohy geometrickou
konstrukci i vypoCtem pro Zzakovskou praci (vysledky vypoltu jsou uvedeny
v zavorkach):

A DACO= 12 cm, OCDO=UAB-0BCO= 8 cm, (0DABO= 13 cm, OBCO= 5 cm).

B DACO= 9 cm, OCDO=0ABO-0BCO= 3 cm, (0DABO= 15 cm, OBCO= 12 cm).
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Idea pfedchozich uloh je skryta v nasledujicich prikladech.

{ Priklad 4

V kruhové Usedi kruhu K(S, OSVO) zname délku tétivy t =0ABO= 8 cm a vzdalenost
v =VS;0= 1 cm. (Pfimka VS; je osou Usece.) Urcete polomér kruhu K a) vypoctem, b)
geometrickou konstrukci.

a) Reseni vypoctem
1
UAS;0=0BS;0= Et =4 cm, VS;0=1 cm.

PolomérASO kruhu K vypocitame
z pravouhlého trojuhelniku AS;S, DASO= x cm,
0SS;0 = (x — 1) cm. Uzitim Pythagorovy véty
dostaneme rovnici

x> = 4% + (x - 1)?, odkud x = 8,5 cm. Polomé&r
r kruhu K je 8,5 cm.

b) Reseni geometrickou konstrukci

Redeni provedeme tak, Ze sestrojime stied
S kruhu K jako priseéik osy Usetky AV a
pfimky VS; (obr. 4). Méfenim ovéfime
vysledek, ktery jsme dostali vypocCtem.

S
Obr. 4

Navrh vstupnich dat pro zakovskou praci (vysledky vypoctu jsou uvedeny v zavorkach):
A t=12cm,v=2cm, (r=10cm);
B t=10cm,v=3cm, (r=15,7 cm).

V Uulohach 6, 7 a 9,10 feSeni vynechame.

Priklad 5

Je dana kruznice k (S, r), Usecka SA a polopfimka SX kolma k Usecce SA.

a) Sestrojte kruznici se stfredem na polopfimce SX, ktera se dotyka kruznice k a prochazi
bodem A.

b) Vypocitejte polomér r kruznice z Ulohy a).

Navrh vstupnich dat pro zakovskou praci (vysledky vypoctu jsou uvedeny v zavorkach):
A a)r=3cm, 0SAO= 6 cm, (r = 7,5 cm);
b) r=4cm, OSAO= 2 cm, ( = 2,5 cm);

B a)r=2cm, 0SAO=6 cm, (r = 10 cm);
b) r=5cm, OSAC= 3 cm, (r = 3,4 cm).

& Priklad 6

Je dana Usecka CD, na ose Usecky CD bod E a kruznice k(E,r). Stfed usecky CD je bod O.
a) Sestrojte vSechny kruznice, které prochazeji body C, D a dotykaji se kruznice k.
b) Vypocitejte poloméry kruznic z Ulohy a).

Navrh vstupnich dat pro zakovskou praci (vysledky vypoctu jsou uvedeny v zavorkach):
A OCDO=9cm, OOEO=8cm, r=2,5cm (r; =4,6 cm, r = 6,2 cm);
B OCDO= 11 cm, OOEC= 9cm,r=3cm (r; =5,5¢cm, r, =7,3 cm).
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&' Priklad 7

Je dan rovnoramenny lichobéznik ABCD, AB // CD, UOABO= 9,6 cm, OCDO= 7,2 cm,
s vySkou v = 8,4 cm a jeho kruznice opsana. Vypocitejte polomér r této kruznice.

ées”en/': D/T:\C

Oznac¢ime bodem S stred kruZnice opsané
lichobézniku ABCD (obr. 5), E je stfed AB,
F stfed CD.

Pak r =0ASO=0DS0O a z pravouhlych v
trojuhelnikt AES a DFS dostaneme

DAECF +0ESY =0FSCY +0OFDLCY S

Oznacime-li OESO= x cm, obdrzime
z predchoziho vztahu rovnici

4,82+ x* = (8,4 - x)* + 3,67
x=3,6

Obr. 5

Pro polomér r kruznice opsané lichob&zniku ABCD plati * = DAECF +0ES[?, takze r = 6
cm.
Vysledek ovérte mérenim v konstrukci na lichobézniku ABCD (obr. 5).

Navrh vstupnich dat pro zakovskou praci (vysledky vypoctu jsou uvedeny v zavorkach):
A a) 0ABO=8cm, OCDO=3cm,v=6cm (r=4,4cm);
b) DABO= 7 cm, OCDO=4cm,v=2cm (r= 3,7 cm);

B a) UABO=6cm, OCDO=3cm,v=5cm (r=3,5cm);
b) ODABO= 9 cm, OCDO= 2 cm, v =2,5cm (r = 5,2 cm).

Jistou obdobou pfedchazejici Ulohy o lichobézniku je Uloha ,0 ptacich u feky" ze
stfedovéké matematiky.

Priklad 8

Na obou bfezich feky stoji proti sob& dvé palmy. Jedna je vysoka 30 loktl a druhd 20
loktd, vzdalenost mezi palmami je 50 loktt (1 loket je asi 60 cm). Na vrcholcich obou
palem sedi dva ptaci. Oba ptaci soucasné zpozoruji v fece rybu presné proti obéma
palmam. Leti k rybé stejnou rychlosti a doleti k ni soucasné. V jaké vzdalenosti od vyssi
palmy se ryba objevila?

Ulohu Ize opét Fesit pocetné i geometrickou konstrukci, vysledek je 20 loktd.

Soubor téchto Uloh by bylo mozno dale rozsifovat, ale spokojime se jen
s doplnénim Motivace ,z realného svéta“ pro uUlohu 1. (Takové motivace mohou sehrat
zejména v niz&ich ro¢nicich pedagogicky velmi pozitivni roli.) MiZeme vyuzit napf. namét
Lhledani pokladu™ obvykly v u¢ebnicich USA a Kanady.

Priklad 9
Na ostrové je ukryt poklad tak, Ze je stejné vzdalen od dvou vyznamnych stromd A, D
a zaroven je na okraji lesa (obr. 6). Strom A je vzdalen od okraje lesa (vzdalenost DACO)
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75 krokl, vzdalenost OCDO je 125 krok{. Uréete geometrickou konstrukci i vypoctem
polohu pokladu.

T

Motivaci ,hledani pokladu® Ize vyuzit v daldich typech Uloh - na prdniky mnozin bod{
dané vlastnosti nebo na shodna zobrazeni a jejich skladani, to vSak jiz presahuje
tematiku tohoto ¢lanku.

PFiklad 10 .
PFi vétrné boufi na Sumaveé se zlomil stary smrk vysoky 15 m. Jeho vrsek dopadl 9 m od
Upati stromu. (Obr. 7)

UrCete, v jaké vysce od zemé
ke zlomu doslo:
a) vypoctem
b) geometrickou konstrukci
v méfitku 1:100 o

Obr. 7
Vysledek: Strom se zlomil ve vySce 4,8 m od zemé.

Uvedeme jesté alohu ponékud jiného typu.

{ Priklad 11 — Kde bude stat motorest?

V mistech A, B, C jsou tfi kfizovatky primych
dalnic AB, BC, AC, 0ABO= 13 km, 0OBCO=
12 km, DACO= 5 km.

V blizkosti téchto silnic ma byt umistén
motorest tak, aby byl od vSech tfi dalnic stejné
vzdalen. Urcete vSechny mozZnosti pro umisténi
motorestu a jeho vzdalenosti od dalnic.

/)><

B

C[0,0] BY

Obr. 8
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Reseni. Trojuhelnik ABC je pravouhly s pravym uhlem pfi vrcholu C. Poloha motorestu
bude ve stfedu kruznice vepsané trojihelniku ABC nebo trojihelniki vné vepsanych
tomuto trojuhelniku, takZe jsou Ctyfi moznosti.

a) Vypocitame polomér p kruznice vepsané trojuhelniku ABC a polohu jejiho stfedu S.
Porovnanim obsahu trojihelnikd ABS, BCS, ACS a trojuhelniku ABC dostaneme

1
5 P(13 +12 +5) = 30,

p=2
Zavedeme-li soustavu souradnic C [0,0], CB osa x, CA osa y, je S[2,2].

b) Vypocitame polomér p; kruznice vné vepsané trojuhelniku ABC, ktera se dotyka
strany AB v bodé T, DATO= x, OBTO= y a polohu jejiho stfedu S;. Podle obr. 8 plati

xX+y=13
5+x=12+y
x=10,y =3

p: =15, 54[15,15]

Podobné vypocitame pro dalsi dvé kruznice vné vepsané:
p2 =3, 52[3,3] a ps =10, S5[10,10]

Poznamka. Problém lze fesit pomoci vzorce pro vzdalenost bodu od pfimky z analytické
geometrie.

Literatura:
[1] HOUSKA, J. Pravy Uhel a osa UseCky. Matematika - fyzika - informatika. 1999/2000,
roc¢. 9, ¢. 4, s. 325-332.
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16. Kombinatorické ulohy

Uloha 1

Kazdy clen tymu poda ruku druhému. Kolik podani ruky se uskutecni, jestlize tym ma
dva, tfi, étyri, pét, Sest ¢len(? Sestavte tabulku.

Vysledek: 1, 3, 6, 10, 15.

Uloha 2

a) Sportovni soutéZe se zUlastni 7 tymQ. PFitom kazdy tym hraje jeden zapas s kazdym.
Kolik zapas( se uskuteéni? (Odvodte pomoci narysované tabulky vysledkd.)
Vysledek: 21.

b) Odvodte obecny vzorec pro pfipad, Ze se soutéze ztcastni n tymda.

Vysledek: E n(n - 1)}

Uloha 3

Mezi kazdymi dvéma z osmi mést se maji zfidit letecké linky. Kolik leteckych linek bude
ustaveno?

Vysledek: 28.

Uloha 4
a) Kolik uhlopficek ma konvexni desetithelnik?
Vysledek: 35.
b) Kolik Uhlopfi¢ek ma konvexni stouhelnik?
Vysledek: 4850.
c) Odvodte vzorec pro pocet Uhlopficek konvexniho n-uhelniku.

Vysledek: (n=3). [% n(n - 3)}

d) Ktery konvexni mnohouhelnik ma stejny pocet stran jako Uhlopficek?
Vysledek: pétithelnik.

Uloha 5

a) Kolik pfimek je uréeno osmi (deseti) body, z nichZ zadné tfi nelezi v jedné pfimce?
Vysledek: 28, 45.

b) Urcete pocet hran, sténovych a télesovych Uhlopficek v kvadru.
Vysledek: 12 + 12 + 4.

c) UrCete poclet hran, sténovych a télesovych Uhlopricek pétibokého pravidelného
hranolu. Vysledek: 15 + 20 + 10.

d) Porovnejte vysledky Uloh b), c) s poctem vsech primek urcenych vrcholy télesa.

e) Vysvétlete souvislost mezi Ulohami 1, 2, 3, 5).

Uloha 6

a) Lyzafi vjizdéji na béZeckou trat vzdy po jedné minuté. Kolik existuje pofadi pro dva,
tFi, tyFi, pét lyzaFl? Sestavte tabulku.
Vysledek: 2, 6, 24, 120.

b) Na lyzafskou trat z Glohy a) maji nastoupit dvé divky a tfi hosi. Kolik existuje pofadi
pro jejich odstartovani?
Vysledek: 10.

Uloha 7
Kolika zplsoby lze vybrat t¥i¢lenné muZstvo ze &ty¥, péti, Sesti zdjemcl?
Vysledek: 4, 10, 20.
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Uloha 8 - Pascallv trojahelnik (obr. 1

1)

a) Vysvétlete, jak vznikaji Ccisla ve 1 1
vodorovném fadku z radku nad nim.
Dopliite  nékolik  dalSich  Fadek 1 2 1
schématu.

b) VSimnéte si ,principu hokejky"
soucet vsech Ccisel v Sikmém radku

od shora se rovna dislu nize vpravo 1 1
nebo vlevo, napf. 1 + 2 + 3 + 4 =
10. 1 1
c) Cisla v Pascalové  trojuhelniku
souviseji s nékterymi z ptedchozich 1 6 6 1
uloh.
Vysvétlete jak! Obr. 1

o) Uloha 9
’ 7 I3 . - - 7 v 1 o vrs O -
V konvexnim n-uhelniku existuje nejvyse En(n—l)(n—Z)(n—iB) pruseciku jeho

Uhlopficek.

a) Ovéfte toto tvrzeni dv&ma zplsoby (graficky a dosazenim do vyrazu) pron = 3, 4, 5,
6, 7.
Vysledky: 0, 1, 5, 15, 35

b) Jak souvisi tato Cisla s Pascalovym trojuhelnikem?
Névod: Zvétéete Pascallv trojihelnik o dalsi vodorovny Fadek a v§imnéte si §ikmého
fadku za obéma vyznacenymi.

Poznamka: Jméno francouzského filozofa, matematika a pfirodovédce Blaise Pascala (Cti
bléz paskala), ktery zil v 17. stol., znate z fyziky. Vite, s jakym zakonem je jeho jméno
spojeno?

{ Uloha 10 - Soucet 1 + 2 + 3 +... + n geometricky

1
a) Pro soucet s prvnich n pfirozenych Cisel plati jednoduchy vzorec s =En.(n +1). Vzorec

Ize snadno dokazat tak, Ze pod souCet 1 + 2 + 3 + ... n - 1 + n napiSete tento soucet
v pfevraceném poradi, tedy 1+ 2+ 3+..4+n-1+n

n+n-1+n-3+ ... +2+ 1.
Pak s¢itame vzdy dva sé&itance pod sebou, vyjde pokazdé n + 1, takovych souétd je n
a celkovy soucet pocitame dvakrat, odtud je vysledny vzorec. Vysvétlete podrobné
a vzorec na nékolika prikladech ovérte.

b) K uvedenému souctu se traduje tato historka. Nékdy koncem 18. stol. na jedné
pruské 3kole dal ucitel §koldkim seéist véechna &isla od jedné do sta. Domnival se, ze
je na chvili zaméstna. Jeden bystry zak vSak mél vysledek ihned. (Vyrostl z ného
slavny matematik Carl Friedrich Gauss.) Jak to provedl a jaky byl vysledek?
Vysledek: 5 050

c) Vzorec z a) lze vysvétlit také geometricky. Na obr. 2 je narysovan “zubaty”

trojuhelnik, ktery se skldda z jednotkovych &tverct, soudet obsaht ¢tvercd v kazdém

radku predstavuje jedno pfirozené cislo od jedné do n (na obr. 2 je n = 5). Obsah

celého Utvaru muzeme pocitat jako soucet obsahu trojuhelniku ABC, ktery je Enz, a
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O, v o s v 7 . 1 ’
obsahu n odfizlych pulctvercu Useckou BC, ktery je En . Odtud dostaneme vyraz pro

s. Provedte a vysvétlete.

C

Obr. 2

d) Vypocitejte obdobnym zplsobem jako v Uloze a) soulet vdech lichych &sel od jedné
do 49.
Vysledek: 2 500 = 502
Vyzkousejte jiny souclet vSech lichych &isel pocinajice jednou. VysSla vam opét druha
mocnina pfirozeného cisla?

{ P¥iklad 11 - Souéet pro 12 + 22 + 32 + ... + n? geometricky

Odvodime vzorec pro souéet s = 12
+ 22 + 32 + ... + n? geometrickym
zplUsobem. UZijeme k tomu ;
jednotkové krychle srovnané do |
télesa tvaru ,schodovitého :
jehlanu®, jednotlivé vrstvy :

|

|

predstavuji sCitance, objem atvaru
je soucet s (na obr. 3 pron = 5).

Obr. 3

a) Vypocitame objem télesa jinak. Téleso se sklada z jehlanu ABCDV, dale z ¢asti krychli
s télesovou Uhlopfickou na hrané BV a z dcasti krychli ,nad" sténami ABV a BCV
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1
jehlanu ABCDV. Objem jehlanu ABCDV je §n3, kazda krychle na hrané BV precniva

2 2
jehlan ABCDV objemem 3 celkem gn. Kazda dalsi precnivajici krychle ve sténach

1
ABV a BCV ma vné jehlanu ABCDV objem o takovych krychli je celkem n(n—l),
, . , . 1 v
jejich celkovy objem navic je En (n—l). Z toho dostaneme, ze

s=1n+ly (n —1)+gn.
3 2 3
Vysvétlete podrobné pro n = 5.

, n@n+)(n+2) .,
b) Vzorec pro v Ize psat ve tvaru s = 5 . Pfesvédcte se o tom.

c) Vypocitejte souCet spro n = 6 podle vzorce z Ulohy b), potom bezprostifednim
scitanim.
Vysledek: s = 91
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17. Neobvyklé geometrické Gtvary

Uvedeme nékolik Utvard [2], ve $kolské matematice neobvyklych, sloZenych
z oblouk( kruZnic podle star§i ucebnice geometrie pro 2. stupefi ZS. Cilem jsou
konstrukce, které vyuzivaji toho, Zze bod dotyku dvou kruznic lezi na jejich stfedné nebo
Ze stfed kruznice lezi na ose tétivy prislusné kruznice. Navic Ize nékteré z téchto uloh
doplnit pozadavkem na vypocet poloméru kruznice pomoci Pythagorovy véty.

Analyza téchto situaci a ndasledné rysovani téchto Utvard se mdlze hodit
v odpovidajicich ro¢nicich ZS a nizéiho gymnazia jako vhodny prostfedek k rozvijeni
matematickych dovednosti a klicovych kompetenci.

Priklad 1

Utvar ABCDEF (obr. 1) je osové soumérny podle pifimky AD a sklada se ze ¢tyf obloukd
kruznic. V krajnich bodech B, C, E, F obloukl se kruznice dotykaji. Oblouk FAB je
polokruznice s polomérem 3 cm, polomér oblouku CDE je 1 cm, DADO= 10 cm.

a) Sestrojte Utvar ABCDEF.

b) Vypoditejte poloméry obloukl BC a EF.

Resent.
a) Rozbor: Oznaéme S;, S, a S stfedy kruZnic pfisluénych po fadé obloukd FAB, EDC
a BC.

@BSD=DSCD=DSSZD+DSZCD=DSB’D+DB'BD, B' 0O BF, 0BB'0= 1 cm
CtyFdhelnik BCS,B’ je rovnoramenny lichobéznik, BC // B'S,. Bod S lezi na ose Usecky BC
(nebo B'S,), S=0n - BF.

Konstrukce: A

1. AD, DADO=10 cm
. Sl/ Sl 0 AD, DA51|:|= 3cm
. 52, SZ 0 AD, DA52D= 9cm S F B
. FB, FB je kolmé AD, S; O FB, [OFS;0=0S;B0

2
3

4 ‘
5. B, B 0BF, 0BB'O=1cm S /B
6. 0, 0:0saB’S>
7

8

9

1

S5,S=0n - BF

CDHSSZDkz(SZ;lcm) 0
. E O(- AD):C - E
0. utvar ABCDEF

E
Obr. 1

b) Vypocitame polomér 0OSCO oblouku BC (polomér oblouku EF je stejny),
OSCO=0SS,+0S,C0. Trojuhelnik SS;S, je pravouhly s pravym Ghlem pfi vrcholu Sy,
0OSCO= x cm. Pak 0SS, = (x — 1) cm, 0SS;0= (x - 3) cm, S;S,0= 6 cm.

Podle Pythagorovy véty dostaneme 6° + (x - 3)* = (x - 1)?
x =11
Polomér oblouku BC je 11 cm.

Priklad 2

Utvar KLMN (obr. 2) je osové soumérny podle pfimky KM, OKMO= 12 cm, a sklada se ze
t¥ obloukl kruznic, které se dotykaji v koncovych bodech K, L, N. Poloméry obloukl KL a
KN jsou 6 cm.

a) Sestrojte Utvar KLMN.

b) Vypocitejte polomér oblouku LMN.
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Reseni:

a) Rozbor: Oblouk KL je &asti kruznice k; (R, 6 cm), KR je kolmé KM. Necht S (S 0O KM)
je stfed kruznice k(S,00SM0), jeji ¢asti je oblouk LMN. Bod M' 0 - SM, OMM'O=0LRO=
6 cm, OSM'0=0RS0, OKM' O=KMO+O MM'0= 18 cm. Bod S lezi na ose UseCky M'R.

Konstrukce:

KM, OKMO= 12 cm

R, KR je kolmé KM, OKRO= 6 cm
M, M 0O - KM,KM'O= 18 cm

0, 0: 0sa M'R

S5,S5=0n o KM

L =RS n k;(R, 6 cm)

N,O(e KM): L o N

Gtvar KLMN

XN REWN =

LM
Obr. 2

b) Trojuhelnik RKS je pravouhly s pravym Ghlem pfi vrcholu K. Oznac¢ime OSLO= x cm,
pak
ORSO= (x + 6) cm, OKSO= (12 - x) cm. Uzitim Pythagorovy véty dostaneme
6%+ (12 - x)?> = (x + 6)2
X =4
Polomér oblouku LMN je 4 cm.

Priklad 3

Utvar ABCDE (obr. 3) je sloZen z oblouk{ kruznic, oblouk AB je polokruZnice se stfedem
D, v bodech A,B,C,D,E se kruZznice dotykaji, DABO= 12 cm, polomé&ry obloukd CD a DE,
jsou 2 cm.

a) Sestrojte Utvar ABCDE.

b) Vypocitejte polomé&ry obloukd AE a BC.

Reseni

a) Rozbor: Oznalme po Ffadé stfedy kruZnic pfisludnych k obloukim CD a DE pismeny
S;a S,. S;S, je kolmé, D je stfed S;S,. Necht S je stfed kruzZnice pFislusné k oblouku
BC, pak S O BD, OSBO=0SCO, OSS;0=0SM0, M O BS, 0BMO= 2 cm, S O o (o je osa
S,M).

Konstrukce: c

1. AB, DABO= 12 cm

2. D, D: stired AB Sy

3. 5,55 S.S; je kolmé AB, D: stied S;S °

4. M, M O BD,0BMO= 2 cm

5. o0, 0: 0sa S;M

6. S,S=0nBD

7

8

9

1

C, C= . SS, n k (S,0SB0)
. E S(D):C _ E

. AE, S (D): BC _ AE

0. Utvar ABCDE

Obr. 3
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b) Polomé&ry obloukl AE a BC jsou shodné, oznaémelBSO= x. Trojuhelnik SDS; je
pravouhly s pravym Uhlem pfi vrcholu D, 0BS;0= (x - 2) cm, ODSO= (6 - x) cm,
ODS;0= 2 cm. Uzitim Pythagorovy véty dostaneme

22 + (6 - x)? = (x - 2)?
x=4,5

Polomé&ry obloukl AE a BC jsou 4,5 cm.

Priklad 4
Utvar ABC (obr. 4) se sklada ze tfi obloukl kruznic, v krajnich bodech A, B, C se kruznice
dotykaji. Poloméry obloukl AB, BC a AC po fadé jsou 3,5 cm, 2,5 cm a 7,0 cm. Sestrojte
Utvar ABC.

Reseni:

Rozbor: Oznaéme po tfadé stfedy kruznic pfisluénych k obloukim AB, BC a AC pismeny
S:, S, a S3,05,S,0= 6,0 cm,0S,S3;0= 2,5 cm,0S;S30= 3,5 cm. Z trojuhelnikové nerovnosti
plyne, Ze body S;, S,, S3 jsou vrcholy trojuhelniku. Body A, B, C lezi po fadé na pfimkach
5153, 5152, S253.

Konstrukce:

.AS,S5,S;

LALA= S:S3n k] (Sl, 3,5 Cm)
.B,B=_5;5,n k, (S5 2,5cm)
. C, C= ., 55n k3 (53, 7,0 Cm) B
. Utvar ABC

S; I Sz C

aua b wWNH

S

Obr. 4
Literatura:
[1] CECH, E. Geometrie pro IV. tfidu stfednich a méstanskych skol. Praha: JCSMF,
1948. str. 71.
[2] HOUSKA, J. Neobvyklé geometrické utvary podle starsi uclebnice. Matematika -
fyzika - informatika. 2000/2001, roc. 10, ¢. 1, s. 6-10.
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18. Ulohy na Gtvary se stejnym obsahem

&' Ve stardich uéebnicich byvaly oblibené Ulohy ,na rovnost obsahd dvou
Gtvard® nebo ,na promény obrazcd“, které vhodné& navozuji schopnost ,vidét
v geometrii*. Cilem ¢lanku je pfipomenout nékolik takovych Uloh podle u¢ebnice Eduarda
Cecha [1]. Nékteré z téchto namétl lze nalézt jiz v Euklidovych Z&kladech. Naméty
motivuji zaky k nalézani vhodného Fedeni problémd a k v&cné argumentaci. [2]

Prvni Gloha vyuZivd toho, Ze obsahy dvou rovnobé&znik(, které maji shodné
zakladny a shodné vysky, se rovnaiji.

PFiklad 1 H

Na obr. 1 je narysovan ctverec ABCD a

obdélnik DEGH, bod E lezi na polopfimce AB,

bod C je vnitfnim bodem Usecky HG. C

Dokazte, ze pfi libovolné poloze bodu E na D
polopfimce BF je obsah obdélniku DEGH
roven obsahu ¢tverce ABCD. G
A B E F
Obr. 1

Reseni: Obsah ¢tverce ABCD oznadime S (ABCD), podobné budeme znadit obsahy dal$ich
rovinnych Gtvarl. Mdme dokazat, 2e S (ABCD) = S (DEGH).

EF//CD, DE//FC, EFCD je rovnobéznik, OEFO=0CDO=0AB0O

DADO=0BCL, BC je vyska rovnobézniku EFCD k zakladné EF

S (ABCD) = S (DEFC)

OEDO=0GHLO, EG je vyska v rovnobézniku EFCD k zakladné FC

S (EFCD) = S (DEGH)

S (ABCD) = S (DEGH)

QuUhwWwN =

Uloha: CABO= 6 cm, DAEC= 8 cm. Vypoditejte CEGO. Vysledek: DEGO= 3,6 cm.

Dalsi dvé ulohy vyuZivaji toho, Ze v kazdém D C
lichobézniku ABCD, AB//CD, se obsahy
trojuhelnikd ADS a BCS rovnaji (S = AC n BD),
obr. 2.

Ddkaz: S (ABC) = S (ABD) S
S (ADS) = S (ABD) - S (ABS) = S (ABC)
— S(ABS) = S (BCS)

Obr. 2

Priklad 2
Je dan trojuhelnik ABC a bod D na polopfimce AB za bodem B. Sestrojte trojuhelnik ADE
takovy, ze bod E leZi na pfimce AC a pfitom se obsahy trojihelniki ABC a ADE rovnaiji.
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Konstrukce (obr. 3): C
1. p,p//CD,BOp
2. EEE=pn - AC
3. AADE

D(kaz spravnosti konstrukce:

1. EB// CD, DCEB je lichobéznik

2. S=EDn BC, S (BDS) = S (ECS)

3. S(ABC) =S (ABSE) + S (CES), B\ D
p

S (ADE) = S (ABSE) + S (BDS) A
4. S (ABC) = S (ADE)
y Obr. 3
Poznamka: ResSte Ulohu také pro pfipad, Ze bod D je vnitfnim bodem Usecky AB.

Priklad 3
Je dan konvexni Ctyfuhelnik ABCD. Sestrojte trojuhelnik EBC, kde E je bodem polopfimky
BA, takovy, aby se obsah trojuhelniku EBC rovnal obsahu cCtyfuhelniku ABCD.

Konstrukce (obr. 4): C
2. p,p//AC,DOp F/
3. EE=pn - AB D
4, ANEBC
D(kaz spravnosti konstrukce:
1. AC// DE, ACDE je lichobéznik S
2. S =AD n EC, S (EAS) = S
(CDS)
3. S(EBC) = S (ABCS) + S(EAS),
S(ABCD) = S(ABCS) + S(CDS) c A 5
4. S (ABCD) = S (EBC) / /

Obr. 4
Pfi feSeni nasledujici Ulohy vyuzijeme navic skutec¢nosti, Ze téznice trojuhelniku déli tento
trojuhelnik na dva trojuhelniky se stejnym obsahem.

Priklad 4
Uvnitf strany AB trojahelniku ABC lezi bod D, ktery neni stfedem AB. Sestrojte Usecku
DE, ktera rozdéli trojuhelnik ABC na dvé casti se stejnym obsahem.

Reseni:
Bod S je stfed Usecky AB, zvolme umisténi bodu D na Uselce AS (obr. 5).

C

Konstrukce:
1. té&%nice CS p
2. p,p//CD,SOp E
3. E,E=pn BC
4. DE

R

A D S B
Obr. 5

m 18. Ulohy na Utvary se stejnym obsahem | VUP



2008 INESTANDARDNI APLIKA ENi ULOHY A PROBLEMY |

Dikaz spravnosti konstrukce:

1. S (ASC) =S (BSC)

2. ES// CD, CDSE je lichobéznik
3

4

R = CS n DE, S (DSR) = S (ECR)
S (ADEC) = S (ADRC) + S (ECR) = S (ADRC) + S (DSR) = S (BSC) = S (BERS) + S
(ECR) =

= S (BERS) + S (DSR) = S (BDE) = %S(ABC)

(0] N M
Priklad 5
Na obr. 6 jsou ABCD, AKMO, BKLC a DCNO D/ C/A
rovnhobézniky. DokaZte, Ze obsah rovnobézniku
AKLD se rovna obsahu rovnobézniku ABNO.
A B K
Obr. 6

Reseni:

1. Obsahy shodnych trojuhelnikd se rovnaji, pfitom A ABC O A CDA (sss), A AKM 0O A
MOA (sss), A CLM OA MNC (ssSs).

2. S (BKLC) = S (AKM) - (S (ABC) + S (CLM)) = S (MOA) - (S (CDA) + S (MNC)) = S
(DCNO).

3. S (ABNO) = S (ABCD) + S (DCNO) = S (ABCD) + S (BKLC) = S (AKLD).

Vysledek ulohy 5 vyuzijeme k feseni tohoto problému:

Je dan rovnobéinik AKLD. Sestrojte rovnobéznik ABNO se stranou AB, ktery ma
s rovnobé&Znikem AKLD shodny vnitini Uhel DAK a stejny obsah. (DABOmUze byt mensi
nebo vétsi nezDAKD.)

Poznamka.

Tvrzeni dokdzané v Uloze 5 plati specidlné pro obdélniky. Timto zplsobem mdZeme
~proménit ¢tverec na obdélnik" téhoz obsahu, je-li dana jedna strana obdélniku, ne vSak
obdélnik na Ctverec.

Zavérem jesté uloha na procviceni.

Priklad 6
Vné rovnobézniku ABCD je zvolen bod P. Sestrojte pfimku prochazejici bodem P, ktera
rozdéli rovnobéznik ABCD na dvé Casti se stejnymi obsahy.

Navod k feseni: Ulohu snadno vyredime, kdyZ si uvédomime, 7e kazda piimka, kterd
prochazi stfedem rovnobézniku, ma pozadovanou vlastnost.

Zjednodusené se fikava, ze matematika je uméni odpovidat na otazky ,jak" a ,procC" a
ptitom odpovéd na druhou otazku je dalezitéjsi. Predlozené priklady to dobie
demonstruji.

Literatura:

[1] CECH, E. Geometrie pro tfeti tfidu stfednich $kol. Praha: SPN, 1953, str. 23-29.

[2] HOUSKA, 1. Ulohy na Utvary se stejnym obsahem. Matematika - fyzika - informatika.
2000/2001, ro¢. 10, ¢. 6, s. 330-334.
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19. Dvé zahady o ctverci a nékolik dalsich uloh

Vétsina uciteld matematiky ma v zdsob& Fadu Uloh rlzné naroénosti, které ve
vhodné situaci pedagogicky vyuziva. Nabizime nékolik takovych uloh [1] (vhodnych jiz
pro 2. stupefl ZS a nizéi gymndzia jako tzv. brainstorming), které mohou tuto zdsobu
obohatit. Prvé dvé se tykaji zdanlivé zmény obsahu pfi rozlozeni obrazce na casti a
pokusu o jeho sloZzeni, které dobfe ukazuji odliSnost geometrie (matematiky) od
manipulace s realnymi modely.

Pfiklad 1

Ctverec ABCD se stranou 7 cm je rozdélen na trojuhelnik ABF, lichobé&Znik JHBM, obdélnik
GCHJ a dva Sestithelniky DGJKLE a ELKJMF podle obr. 1a, DAFO= 2 cm, OGCO= 3 cm,
OHCO=CELO= 1 cm, OEFO= 2 cm. Sestithelnik DGJKLE ma kazdé dvé sousedni strany
k sobé kolmé. Rozdélte Ctverec ABCD na popsanych pét Casti a slozte je podle obr. 1b.
Jak to, ze ,ptibyl® 1 cm?? (Ndmét je vhodné realizovat rozstfihanim a op&tnym slozenim
Ctverce z papiru.)

A

M B A B

F/ /
E L .

D G c Q P
Obr. 1a Obr. 1b

Reseni:

Jestlize vypocitame (pomoci podobnosti) délku svislé strany ,Ctverce" z obr. 1b, zjistime,
Ze tato délkaDAQO= 7 1/7 cm. Takze utvar ABPQ neni Ctverec, ale obdélnik. Obsah
¢tverce ABCD na obr. 1a je 49 cm?, zatimco obsah obdélniku ABPQ na obr. 1b je 50 cm?.

Priklad 2

Na obr. 2a je narysovan c¢tverec ABCD, DABO= 21 cm, ktery je rozdélen prickou EF,
EF // AB, na dva obdélniky: obdélnik ABFE, OBFO= 8 cm, a EFCD, OCFO= 13 cm. Obdélnik
EFCD je rozdélen na dva shodné pravouhlé lichobézniky: lichobéznik HFCG, HF // CG,
a lichobéznik EHGD, EH // DG, OEHO=0CGO = 8 cm, OFHO=0DGO= 13 cm, oba s vySkami
13 cm. Obdélnik ABFE je rozdélen Uhlopfickou AF na dva shodné pravouhlé trojuhelniky.
Z uvazovanych Ctyr Casti Ctverce ABCD se pokuste slozit obdélnik JKLM podle obr. 2b.
Obsah ¢étverce ABCD na obr. 2a je 441 cm?, obsah obdélniku JKLM je 34 cm. 13 cm =
442 cm?, takze obsah obdélniku JKLM na obr. 2a je o 1 cm? vét$i neZ je obsah &tverce
ABCD na obr. 2a. Kde je chyba?
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D G C M R L
Q
P
E H F
J S K
A B
Obr. 2a Obr. 2b
o IV Qs| k| . _
Reseni: Vypoctem zjistime, ze (obr. 2b) w<m trojuhelniky JSG a JKL nejsou

podobné, body J, P, Q, L neleZi na téze pfimce. Ctyfihelnik JQLP je ,Gzky" rovnobéznik s
obsahem 1 cm?, o ktery je obsah obdélniku JKLM na obr. 2b vét$i nez obsah &tverce
ABCD na obr. 2a. (Na vySSim stupni stfedni Skoly Ize obsah rovnobézniku JKLM vypocitat
pfimo z délek dvou sousednich stran a velikosti vnitfniho Ghlu.)

Dalsi ulohy se také lisi od naSich Skolskych Uloh a jsou vesmés prevzaty z didaktickych
materiald USA [3]. Pfi fedeni nasledujicich Uloh budeme vyuZivat &tvercovou sit.

Priklad 3
Rozdélte obdélnik ABCD,0ABO= 9 cm,0BCO= 4 D C
cm, na dvé casti tak, aby jejich slozenim
vznikl ctverec se stejnym obsahem jako . . e e e e
ptvodni obdélnik ABCD.

ResSeni je uvedeno na obr. 3.

Pozndmka. Redeni Glohy 3 se usnadni, kdyz si
nacrtneme zminény obdélnik ve ¢tvercové siti, A S B
jeji uzlové body jsou vrcholy ¢&tvereckd o Obr. 3

strané 1 cm. '

Priklad 4
Na obr. 4a je narysovan Utvar, ktery se sklada ze t¥i shodnych &tvercl. Rozdélte tento
Utvar na Ctyfi navzadjem shodné &asti.

Reseni je uvedeno na obr. 4b. (Uloha je znaéné naro¢né&jsi, pokud nepouzijeme ke
znazornéni ¢tvercovou sit.)

Obr. 4a Obr. 4b
Priklad 5
Ve Ctvercové siti je narysovan ctverec (s vrcholy v mfiZzovych bodech) se stranou délky 5
cm. Kolik zplsoby je moZno tento ¢tverec rozdélit na dvé navzajem shodné &asti Useckou
nebo lomenou c¢arou s vrcholy v mFizovych bodech?
(Dva zpUsoby rozdéleni pokldddme za odlidné, pravé kdyz lomené &ary, které tvori
spole¢nou hranici ¢asti, nejsou shodné.)
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Reseni: Vedle dvou trividlnich zplsobl rozdéleni (obr. 5a) Ize nalézt je$té dalSich Sest
zpUsobl (obr. 5b), takze existuje celkem osm takovych rozdé&leni.

Obr. 5a

Obr. 5b
Priklad 6
Kolika zpUsoby lIze rozdélit ¢tverec z Glohy 5 stejnym zplsobem jako v predchozim
pripadé na Ctyfi navzajem shodné Casti?

Reseni: Vedle dvou trividlnich zplsobl rozdéleni (obr. 6a) existuji jesté tfi dalsi moznosti
(obr. 6b), takze celkem mame pét zpdlsobd.

Obr. 6a

Obr. 6b
Pozndmka. Povéimnéte si, Ze v prvnim a druhém zplsobu na obr. 6b se &tverec rozklada
v obou pfipadech na shodné ¢asti, z nichz vSak je odlisné sloZzen. Hrani¢ni lomené cary
nejsou shodné.
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Zavérem pripojujeme jesté jednu ulohu bez FeSeni, kterd je obdobou problému 2. a
priklad 8.

Priklad 7

Na obr. 7 je narysovan obdélnik ABCD,
0ABO= 13 cm, OBCO = 8 cm, rozdéleny
Uhlopfickou AC na dva pravouhlé
trojuhelniky ABC, ACD. Do trojuhelniku ABC
je vepsan mensi obdélnik GBEF,0BGO= 8 F
cm,0BEO= 3 cm. Obsah obdélniku ABCD je
104 cm?, soulet obsahl obdélniku GBEF a
trojuhelnikl AGF, FEC a ACD je viak je (24
+ 7,5 + 20 + 52) cm® = 103,5cm’. G K
Vysvétlete.

M L

Obr. 7

Priklad 8

Oba ,trojuhelniky® na obr. 8 jsou
poskladany z totoZznych casti. Presto
v tom spodnim zbyl ctverecek volny.
Jak je to mozné? -
http://hadanky.chytrak.cz/

Néavod: Pocitejte poméry mensi a delsi
odvésny v zeleném a Cerveném
trojuhelniku,
Potom ve Jvelkém trojahelniku®.
Zjistite, ze ,velky trojahelnik neni
trojuhelnik.

Kde se vzala tato dira?

Obr. 8

Literatura:
[1] HOUSKA, Jan. Dvé zahady o Ctverci a nékolik dalsich Uloh. Matematika - fyzika -
informatika. 2001/2002, roc. 11, ¢. 6, s. 328-334.
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20. Transformace souradnicové sité, plochy

Uloha 1: Zvétdete a zmensete jednoduchy obrazek podle vzoru na obr. 1.

D4 C

D.

S A2 82 A B A1 B1
Obr. 1

Uloha 2: Zvétsete obr. 2 pomoci ¢tvercové sité. [1]

/ *\
(@ \7
// \ /§

TN

~
]

N

Obvykld ¢&tvercovd sit se muZe zménit (transformovat) do obdélnikové nebo
rovnobé&znikové sit&, sit miZze byt téZ kfivocara. Mize ji nahradit libovolné dva systémy
kfivek, které se po dvou (dvojice kfivek obsahuje vzdy prvky z obou systémi) se
protinaji.

Obr. 2
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Uloha 3: Transformujte obrazek obr. 3 (dim) ze ¢tvercové sité do dalsich siti podle

predlohy. [1]

=

. _

T
p \

T . ]

Obr. 3

™\

Uloha 6: Pomoci kfivkové sité deformujte obraz domecku (obr. 4). [1]

w 5>
)
\ N a4
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Mobiliv pas

Uloha 7: Vystfihnéte pasek papiru, jednou jej prehnéte a slepte. Dostanete plochu, kterd
se nazyva Mobillv pas (obr. 1). Presvédéte se ¢arou prostfedkem pdsu, Ze tato plocha
nema vnitfek a vnéjsek.

Obr. 1
Uloha 8: Rozsttihnéte Mobitv pas podle ¢ary vedené jeho prostiedkem. Co dostanete?
Geometrie na zemékouli [1]
Zobrazeni povrchu globu do rovinné mapy (Mercatorova projekce) muizZe zkreslovat.
Nejkratsi vzdalenost dvou mist na povrchu globu urcéime provazkem (je to oblouk hlavni

kruznice, ta ma stfed ve stfedu globu). Na obr. 2 vidime, Ze nejkratsi vzdalenost na
mapé (usecka) neni nejkratsi vzdalenost po povrchu Zemé (letecké trasy).

Great-Circle Route

Obr. 2
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VSimnéme si jesté nékterych zvlastnosti geometrie na kulové plose. Jak jsme jiz vidéli,
misto pfimek mame na kulové ploSe hlavni kruZnice. Kazdé dvé hlavni kruZnice se vSak
protinaji ve dvou bodech, takZze v geometrii na kulové ploSe neexistuji rovnobézky. Na
obr. 3 vidime trojuhelnik (sféricky) ohrani¢eny dvéma polovinami polednikl a obloukem
rovniku. Soucet velikosti UhlG v tomto trojuhelniku je vétsi nez 180°. Pro&?

A

Obr. 3

Literatura:

[1] KELLY, B., ALEXANDER, B., ATKISON, P., WARNICA, E. Mathematics 9. Canada:
Addison-Wesley, 1981. 438 s.

[2] CASEY, J. Using a Surface Triangle to Explore Curvature. Mathematics Teacher
1994, roc. 87, ¢. 2, s. 69 - 77.
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21. Vyznamné krivky

Vedle kruznice se v matematice vyskytuje mnoho dalSich kfivek, které maji Cetné
aplikace. PovSimneme si nékolik z nich. [1]

Parabola je mnoZina véech bodl v roving, které maji stejnou vzdalenost od dané (Fidici)
pfimky a daného bodu (ohniska).

Obr. 1

Jinak Fe¢eno: Parabola je mnozina stfedl v&ech kruZnic v roving, které prochazeji danym
bodem (ohniskem) a dotykaji se dané (fidici) pfimky.

Konstrukce paraboly. Zvolime-li ohnisko F a fidici pfimku d, kterd neprochazi
ohniskem, mdZeme pomoci pravolhlého trojuhelniku a kruzitka sestrojit n&kolik bod{
paraboly. Parabola je symetricka podle osy o, ktera prochazi ohniskem a je kolma k fidici
primce (obr. 2).

Popis paraboly:

VI[m, n] - vrchol paraboly
o soufadnicich m, n

F - ohnisko paraboly

d - fidici pfimka

0 - osa paraboly

|DF| = p - velikost
parametru,

p > 0,0DV0O= DFVD=§

i X[x, y] - libovolny bod
0 lo X nalezici parabole

Obr. 2
Na této ose lezi jeden vyznamny bod paraboly (vrchol), vysvétlete podrobnéji.

S parabolou se setkdvame v matematice i v pfirodé. Hodime-li kamen, jeho draha je
priblizné parabola (presné by to platilo ve vakuu). Podobné proud vody se pohybuje po
parabolické draze.

Parabola ma tu vlastnost, Ze paprsek vychazejici z ohniska, se odrazi od paraboly
rovnobézné s jeji osou (obr. 3). Proto maji reflektory tvar rotacniho paraboloidu (télesa
vzniklého rotaci paraboly kolem své osy).

21. Vyznamné kFivky | VUP
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0

Obr. 3

Uloha 1: Sestrojte graf funkce y = x°.
(Grafem této funkce je parabola)

Uloha 2: Sestavte tabulku, napf¥. pro x = -3, -2, -1, -0,5, 0, 0,5, 1, 2, 3.
V tomto pfikladé neni jasné, kde je ohnisko a fidici pfimka, to je problém az pro stredni

1
skolu (parametr p =E)'

Uloha 3: Sestrojte graf funkce y = 2 x?. Tato parabola je uz$i, to pravé zavisi na
vzdalenosti ohniska od Fidici pfimky (parametru p = 1).

Uloha 4:
Nameét k pokusu a). Sestrojte ostry nebo pravy Uhel a na kazdém z jeho ramen vyznacte
po 1 cm dily 1, 2, 3, ..., 8. Spojte Useckami body, z nichz jeden lezi na jednom a druhy

na jiném rameni: 1 a8,2a7, 3a6,4a5. Obalkou téchto pfimek je parabola.

Namét k pokusu b). Zvolte pfimku p a bod F, ktery ma od pfimky p vzdalenost 6 cm.
Volte body X na pfimce p a konstruujte osy UseCek FX (nebo prehybejte papir tak, ze
pfimka p prochazi bodem F). Obalkou zminénych os (pfimek pfehybu) je parabola.

Obr. 4

Elipsa - je mnoZina vech bodd v roving, které maji staly souéet vzdalenostiDABO od
dvou danych bodd (ohnisek) F;, F> (DABI=CF;F,0).

VUP | 21. Vyznamné kfivky
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Parametry elipsy:

a - délka hlavni poloosy
b - délka vedlejsi poloosy
Fi:, F> — ohniska

e — excentricita =
vystiednost

p — parametr

Obr. 5

Elipsa ma stfed (je stfedové soumérna), velkou a malou poloosu a =0ASO=0BST,
b =0CSO=0DS0O, které jsou k sobé kolmé. Vzdalenost e =0F;SO=0F,S0, se nazyva
vystfednost (obr. 5).

Rozmyslete si, pro¢ plati DASO=0F,D0=0F,D00=0BS0, DASC? =0F,S? + ODSCP.

Cim je vystiednost elipsy pfi konstantni velké poloose vétsi, tim je elipsa protahlejsi, ¢im
. ’ v v e . e rv s v .. O v V7 . v v . .
je vystrednost mensi, tim se elipsa tvarem vice blizi kruznici. Muzeme fici, ze kruznice je
elipsa s nulovou vystrednosti.

Konstrukce elipsy

Elipsu mGzeme konstruovat bod po bodu pravitkem a kruZitkem podle uvedené definice
podobné jako parabolu, rychlejsi to vSak je pomoci provazku, ktery volné spojuje dva
zapichnuté Spendliky do tvrdého papiru (drfevéné tabule) v bodech F;, F,, délka
provazkuDABO, napf. OF;F,0= 8 cm,0ABO= 10 cm. (Na tabuli ve tfidé 10krat vétsi).

Obr. 6

Ulohy: Sestrojte elipsu:
a) 2a =0AB0O= 12 cm, 2e =0F;F>0= 10 cm,
b) 2a =04B0= 12 cm, 2e =0F;F,0= 6 cm,
C) 2a =0AB0O= 12 cm, 2e =0F;F>0= 4 cm.

Pomoci Pythagorovy véty mizeme v kazdém ptipadé vypocitat malou poloosu.

S elipsou se setkavame napf. v astronomii v souvislosti s Keplerovymi zakony. Némecky
matematik Johann Kepler, ktery pUsobil v 17. stol. v Praze, objevil, ze planety (v&etné
Zemé) obihaji kolem Slunce po elipsach, pfitom Slunce je v jednom z ohnisek elipsy.
Nejblizsi bod ke Slunci se nazyva pfisluni, nejvzdalenéjsi bod je odsluni. Vystfednost
drahy Zemé& kolem Slunce je pomeérné mala. (Na nasi polokouli je v pfisluni zima,
v odsluni Iéto. Cim je ovlivnéno stfidani ro¢nich obdobi?)

m 21. Vyznamné kfivky | VUP
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Druhy KeplerQv zakon ikd, Ze obsahy vyseé&i opsanych privodi¢em Zemé& za jednotku
Casu (napfr. jeden den) pfi obéhu kolem Slunce jsou stejné. Co z toho plyne pro rychlosti
planet v pfisluni a odsluni?

P Qq

Q

Obr. 7

Rovina mGze protnout povrch kuzele (kuzelovou plochu) v elipse nebo parabole, dalsi
kFivkou, kterd takto mlze vzniknout, je hyperbola (méa dvé& vétve). Hyperbola (nebo jeji

¢ast) je grafem funkce nepfima Uumérnost y :5, X #0. Proto se témto kfivkam (vcietné
X

kruznice) fika kuzelosecky (obr. 8).

Obr. 8 - elipsa, hyperbola, parabola.

Nebeska télesa (planety, komety, meteory) se pohybuji po kuzeloseckach. To plati také
o télesu vystfelenému do kosmu ze Zemé. Vysvétlete, na ¢em zavisi kvalita kuzelosecky,
po niz se takové téleso pohybuje. VSechny zminéné kfivky (parabola, elipsa, hyperbola)
vznikaji promitanim kruZnice. Situaci mdZeme pozorovat, kdyz si ve tmé& posvitime
baterkou na sténu. Vysvétlete proc.

Vysvétlete, na ¢em zavisi pfi fezu kuzelové plochy typ kuzelosecky. Jednu z kuZelosecek
také dostaneme, kdyz rovinnym fezem ukrojime Sikmo valec. Kterou? Kde takovy fez
pozorujeme?

Jina konstrukce bodii elipsy

Sestrojte kruznici k (S, 5 cm) se dvéma navzajem kolmymi priméry AB a CD,0ABO= 10
cm. Na pfimce CD sestrojte body C’, D', jejichz vzdalenost od pfimky AB je polovi¢ni nez
vzdalenost bodd C, D od p¥imky AB. Podobné& zvolte na kruZnici k dalsi body (napt. X, Y)
a sestrojte jejich obrazy na kolmici k priméru AB tak, Ze jejich vzdalenosti od AB zkratite
na polovic. Body A, B v tomto zobrazeni zlstanou na misté. Kfivka, kterd vznikne, je

VUP | 21. Vyznamné kfivky
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elipsa s poloosami @ =0ASO=0BSO= 5 cm, b =0C'SO=0D'SO= 2,5 cm. Urcete vystfednost
této elipsy.

(e = 2,5\/§cm)

Konstrukce bodi elipsy pomoci soustiednych kruzZnic

Zvolte dva body E, F, OEFO= 8 cm. Sestrojte pét soustfednych kruznic se stfedem E
a poloméry 2 cm, 4 cm, 6 cm, 8 cm, 10 cm. Podobné sestrojte pét soustifednych kruznic
s tymiz poloméry se stfedem F. Vyznacte vSechny body, v nichz se protinaji kruznice
s poloméry 2cma 10 cm, 4 cm a 8 cm, 6 cm a 6 cm (obr. 10). Tyto body lezi na elipse
s ohnisky E, F. Vysvétlete proc.

Obr. 10

Nameét k pokusu. Sestrojte kruznici kK (E, 6 cm). Zvolte bod F, OEFO= 4 cm. Sestrojte
usecCku FX, X O k a jeji osu o. Volte nékolik dalSich poloh bodu X, konstruujte Usecky FX a
jejich osy (obr. 11). Obalkou téchto os je elipsa.

X’

Obr. 11

Pokus lze provést prehybanim papiru tak, Zze bod F zlstavad na kruznici k. Pak obalkou
pfimek pfehybu je elipsa (obr. 12).

21. Vyznamné kfivky | VUP
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Spiraly

Spiraly jsou kfivky, které vznikaji jako draha bodu, ktery se pohybuje po polopfimce,

ktera se rovnomérné otaci kolem svého pocatecniho bodu (pélu).

Priklad spiraly: Kruh s polomérem 6 cm rozdélime
na 16 shodnych vyseci (obr. 13). Body krivky
dostaneme tak, Ze prvni bod volime na hranici kruhu
a dalsi body postupné na dalSich polomérech ve
vzdalenostech 4 mm, 8 mm atd. Pak body spojime
hladkou kfivkou, dostaneme spirdlu. MuZeme si
predstavit, Zze se po poloméru kruhu smérem ke
stfedu pohybuje rovnomérné brouk a pfitom se kruh
rovhomeérné otadi (vzdy o 22,50 za dobu, o niz brouk
popoleze 0 4 mm), draha brouka vzhledem k zemi je
spirala.

Archimedova spirala

Vznika tak, Zze vzdalenost jejiho bodu od pdlu je
pfimo Umérna velikosti Uhlu otocCeni vytvarejici
polopfimky.

Cykloida

Obr. 13

Obr. 14

Oznacme bod na plasti jizdniho kola, pfi pohybu kola vzhledem k zemi opisuje oznaceny

bod kfivku, ktery se nazyva cykloida (obr. 15). [2]

Cykloidu muZeme narysovat tak, Ze nechame kutdlet po pfimce kruh s oznadenym

bodem na jeho hranici.

VUP | 21. Vyznamné kfivky
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Cykloida se sklddd s navzdjem shodnych obloukd. M4 mnoho vyznamnych
matematickych a fyzikalnich vlastnosti. Proto byla v matematice Casto studovana, je to
jeden z objektd, na némz vznikala moderni matematika.

Fyzikalni viastnosti cykloidy:

Zvolime-li dva body A, B na cykloidé (obracené), které nelezi na téze svislé primce, pak
Casové nejkratsi draha, po niz se pohybuje hmotny bod bez tfeni v gravitacnim poli, je
cykloida (tzv. brachystochrona), obr. 16. [2]

uskutecni za kratsSi dobu nez po Usecce CM. Vysvétlete, proc je to mozné.)

CykloidaIni drdha ma také tu vlastnost, ze sané (kulitka) vypusténé z rlznych bod{
cykloidy A, B, C dojedou do nejnizsiho bodu M za stejny c¢as (tzv. tautochrona). Proc je to
mozné?

Pokuste se sestrojit model podle obr. 16 a zminéné vlastnosti ovérit!

Literatura:

[1] BURNS, A. G., CARLI, E. G., EGSGARD, J]. C., PINKNEY, R. G., PSICA, C.
Mathematics for a modern world. Canada: Gage Educational Publishing Limited,
1976. 598 s.

[2] FLEENOR, C. R., EICHOLZ, R. E., O'DAFFER, P. School Mathematics 2. Canada:
Adddison-Weskey, 1974.
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22. Naméty z historie méreni Zemé a vesmiru pro vyuku matematiky

&' Jiz ve starovéku lidé tusili, Ze Zemé ma tvar koule. Tento nazor podporovalo
napfr. pozorovani priplouvajici lodi na morském obzoru, z niz bylo nejdfive vidét stézné
a teprve potom palubu a tvar lodi; podobné zatméni Mésice Zemi davalo na mési¢nim
kotouci kruhovy obrys stinu Zemé. Jak lze vypocitat polomér Zemé&? Napf. tak, ze zname
zemépisné Sirky dvou mist A(¢;), B(¢,), na témze poledniku a stejné zemské polokouli
a jejich vzdalenost mérenou po povrchu Zemé s. Pak pro délku poloméru Zemé r

s S . . . . v .o
dostavame r =— , kde s je delka oblouku kruznice AB a ¢ =0¢; - ¢.0 je stredovy uhel
prislusny k tomuto oblouku v obloukové mife (v radianech), obr. 1.

V podstaté timto zpdsobem odhadl délku polomé&ru Zemé pied vice neZ 2000 lety
Fecky filozof Eratosthenes. Eratosthenes, soudasnik Archimeddv, pUsobil ve 3. stoleti
pred n. I. v Alexandrii (v dnesnim Egypté) a dozvédél se jako zvlastnost, Zze na jih od
Alexandrie, pobliz nynéjsiho Asuanu, jsou hluboké studné, do nichz dopadaji slunecni
paprsky jednou v roce az na dno. V ten den bylo totiz Slunce nad studnémi v poledne
v zenitu. Bylo to pravé 21. Cervna - v dobé tzv. letniho slunovratu; dané misto lezelo
pravé na obratniku Raka. Eratosthenes zméfil v tuto dobu Uhel sluneénich paprski od
svislého sméru v Alexandrii, a tim vlastn& vzhledem k rovnobé&Znosti slune¢nich paprskl
zjistil velikost zminéného stfedového Uhlu na hlavni kruznici Zemé (obr. 2). VysSla mu
pfiblizné 1/50 pIného Ghlu. Vzhledem k tomu, Zze vzdalenost obou mist je pfiblizné 800
km, dospél Eratosthenes - zCasti diky vyrovnani nepresnosti zmérfenych dat -
k prekvapivé spravnému vysledku. (Délka poloméru Zemé je 6 371 km.) Poznamenejme,
Ze Eratosthenes samoziejmé pocital v jinych jednotkach délky nez v kilometrech (v tzv.
stadiich), pfevodni vztah na km neni jednoznacné urcen.

_2m
=50 [rad]

Alexandrie

800 km

Obr. 1 Obr. 2

Vzdalenost Mésice nebo Slunce lIze vypocist pomoci tzv. paralaxy, velikosti
zorného Uhlu zemského poloméru pozorovaného v kolmém sméru ze vzdalenosti Mésice
nebo Slunce. V principu by ji bylo mozno urcit podle obr. 3 (z pravouhlého trojahelniku
na obr. 3 Ize definovat paralaxu presnéji pomoci sin a, pro velmi malé Uhly v obloukové
mife jsou vSak hodnoty prakticky stejné.) Paralaxa Mésice je 57 uhlovych minut,
paralaxa Slunce asi 8,8 Uhlovych vtefin. Pfevedenim téchto hodnot do obloukové miry
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muazeme snadno odhadnout vzdalenosti d Zemé-Mésic a Zemé-Slunce uzitim vzorce
r

a

Zemé

a Mésic

d Slunce

Obr. 3

O odhad uvedenych vzdalenosti se pokousel jesté pred Eratosthenem jiny
starofecky védec Aristarchos ze Samu (zastance heliocentrického systému ve starovéku),
ktery zil asi o jednu generaci dfive nez Eratosthenes. Vzhledem k tomu, Ze paralaxy
Mésice a Slunce jsou velmi malé, byly jeho odhady hodné nepfesné, nicméné metoda
byla principialné spravna. Aristarchos jesté nemél odhad ,zakladny" - délku zemského
poloméru, proto se musel spokojit s pokusem urcit pomér délek stran v pravouhlém
trojuhelniku Zemé-Mésic-Slunce, kde Mésic je ve vrcholu pravého Uhlu. Zminénou
konfiguraci téchto tfi téles urcoval z pozorovani meési¢niho kotouce v okamziku, kdy je
presné jedna jeho polovina ve stinu (obr. 4).

Mésic

Slunce

Obr. 4

Velikost zminéného Uhlu B odhadl na 3°, z toho ziskal pomér vzdalenosti Zemé-
Mésic a Zemé-Slunce 1:19. To zdaleka neodpovida skuteCnosti. Ve skutecnosti je
velikosti tohoto Uhlu pouhych 9 Ghlovych minut a uvedeny pomér je asi 20krat mensi. Ze
vzdalenosti M&sice a Slunce od Zemé& vypocitanych pomoci paralaxy téchto téles mdzeme
pomoci zorného Uhlu Mési¢niho a slunec¢niho kotouce (velikost tohoto Uhlu je pro obé
télesa stejnd a rovnd se %2°) odhadnout primér Mésice a Slunce. O odhad rozmérl
té&chto nebeskych téles vztazenych k priméru Zemé se také pokusil jiz Aristarchos, vysel
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vSak z nespravného odhadu velikosti zorného U(hlu obou téles 2°, takze ziskal velmi
nepresné Gdaje. Pro srovnani je uvedena tabulka Aristarchovych a novodobych vysledkd
(za jednotku je vzat primér Zemé):

Aristarchos dnesni méreni
Prdmé&r Mésice 0,36 0,27
Primér Slunce 6,75 108,9
Vzdalenost Mésic-Zemé 9,5 30,2
Vzdalenost Slunce-Zemé 180,0 11 726,0

Jako pfiklad, jak obtiZzné se prosazovaly pokrokove&jsi ndzory na vesmir v relativné
vyspélé spolecnosti starovékého Recka, uvedme osud filozofa Anaxagora (4. stol. pred n.
I.). Anaxagoras udil, ze Slunce je velké jako cely poloostrov Peloponés a byl za tento
nazor perzekvovan. Aténsky dvlr se citil urazen nazorem, Ze by Slunce mohlo byt
srovnatelné s rozlohou Recka.

Metodou paralaxy lze odhadnout téZz vzdalenosti hvézd. Vzhledem k nepomérné
vzdalenosti hvézd ke vzdalenosti Mésice nebo Slunce od Zemé je tfeba vzit veétsi
,zakladnu®, za niz se bere stfedni vzdalenost Zemé&-Slunce, tj. 1,5.10% km. Paralaxa
hvézdy je velikost zorného Ghlu stfedni vzdalenosti Zemé-Slunce pozorované v kolmém
sméru ve vzdalenosti dané hvézdy. Presné je definovana opét z pravouhlého trojuhelniku
podle obr. 5.

hvézda

2a

Obr. 5

Tento Uhel se projevi v Uhlovém posunuti hvézdy béhem roku, které vznika jako
zdanlivy pohyb hvézdy vlivem otaceni Zemé kolem Slunce béhem roku. Bylo vaznou
namitkou proti Aristarchovu heliocentrismu podobné jako o vice nez 17. stoleti pozdéji
proti uceni Kopernikovu, Ze paralakticky pohyb hvézd nebyl pozorovan. Teprve pozdéji se
vyjasnilo, Zze tento pohyb neni v mezich tehdejSich pozorovacich moznosti. Paralaxy
hvézd byly zméreny az v 19. stoleti; prvni pfesné zmérena paralaxa hvézdy (jedné
z nejblizsich) ma hodnotu 0,348 uUhlovych vtefin, z toho plyne vzdalenost hvézdy od
Zemé vice neZ 6.10° vétsi nez vzdalenost Zemé&-Slunce.
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Uvedené naméty s vyraznym poznavacim momentem a mezipfedmeétovymi vztahy
Ize prilezitostné vyuzit pfi vyuce matematiky v gymnaziu (pfipadné i ZS) spolu
s kapesnim kalkulatorem jako motivaci nebo aplikaci uciva o délce kruznicového oblouku,
obloukové mire nebo v souvislosti se vztahy
_ , sinx v . o vy
sin x = x nebo lim, , =1 nebo téz jako podnét k vyhledavani a ovérovani
X
neznamych dat a dalSich informaci v odborné literature.

Tématika namétu je podstatné prohloubena a rozSifena zejména smérem
k fyzikdlnim vysledkdm ve stati KfiZek M, Vyznam U(hlovych méfeni pfi poznavéni
vesmiru, Pokroky mat. fyz. astronom. 51 (2006), ¢.2, 1- 14
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